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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung
im Mathematikunterricht der Sekundarstufe I

Matthias Miuller

Nach dem Abschluss eines Themengebietes im Mathematikunterricht, war es schon immer iiblich, zu
iiberpriifen, ob der Unterricht die notwendige inhaltliche Bandbreite hatte und ob er dem Lehrplan bzw.
den Bildungsstandards entsprach. Der Einsatz digitaler Werkzeuge im Unterricht wie z.B.
Computeralgebra-Systemen (CAS) beeinflusst auch die eben angesprochene Unterrichtsreflexion.

Die nachstehenden Aufgaben sollen eine Orientierung bieten, wie Aufgaben zur Lernstandsermittlung
unter Verwendung digitaler Werkzeuge aussehen konnten. Die Lehrkraft kann durch den Einsatz der hier
vorgestellten Aufgaben individualisierte und differenzierte Riickmeldungen zu dem Lernstand der
Schiilerinnen und Schiiler erhalten. Dabei werden die Beziige zum Thiiringer Lehrplan [1] und den
Bildungsstandards [2] hergestellt. Auf dieser Grundlage konnen Schlussfolgerungen fiir den Unterricht
und dessen Fortentwicklung gezogen werden. Die nachfolgenden Testaufgaben sollen in dieser Hinsicht
eine Unterstiitzung fiir die Lehrkrafte sein. Das zugrundeliegende Fachdidaktische Konzept lehnt sich an
einem Vorbild aus der Informatikdidaktik an. [3]

Die Testaufgaben und weitere Hinwiese sind unter folgender Adresse im Internet zu finden. An dieser
Stelle kann man auch mit anderen Lehrkraften, die diese Aufgaben einsetzen, in Kontakt treten und an
einem Erfahrungsaustausch teilnehmen:

http://www.mz.jena.de/moodle/course/view.php?id=1373

Allen Aufgaben sind Ubersichtsblatter vorangestellt, auf denen das Themengebiet, die Klassenstufe und
eine Kurzbeschreibung angefiihrt sind. Desweiteren werden detaillierte Lehrplanbeziige hergestellt und
Vorschlage fiir mdgliche Zuordnungen zu den mathematischen Kompetenzen unterbreitet. Jede Aufgabe
schlief3t mit moglichen Losungsvorschldgen. Die beigefiigten Screenshots wurden mit der TI-Nspire™ CAS
Teacher Software angefertigt. Zur Bearbeitung der Aufgaben eignen sich auch andere CAS-Handhelds oder
entsprechende Softwareapplikationen.

Vor dem Einsatz der Testaufgaben im Unterricht sollte durch jede Lehrkraft selbstidndig ein kurzer
Auswertungsbogen, welcher Losungsideen und einen Bewertungsmafistab beinhaltet, erstellen werden.
Der Auswertungsbogen sollte auf die jeweilige Klasse abgestimmt sein. Die beiliegenden Losungshinweise
und Erlauterungen zu den einzelnen Aufgaben sollen Anregungen fiir den Auswertungsbogen geben.
Maf3gebend sollte jedoch immer der erteilte Unterricht sein. Um ein differenziertes Bild des Lernstands in
einer Klasse zu erhalten, liegt jede Testaufgabe in drei Niveaustufen vor. Diese Niveaustufen werden mit
abnehmender Schwierigkeit als N1, N2 und N3 bezeichnet. Die entsprechenden Arbeitsblatter jeder
Testaufgabe unterscheiden sich innerhalb der Niveaustufen in der Anzahl der Aufgaben, im Umfang der
Aufgabenstellung, in der Informationsbereistellung oder in der Anzahl der Hinwiese. Aus Griinden der
einfachen Handhabung sind im Folgenden alle Aufgaben in allen drei Niveaustufen aufgefiihrt. Die
Lehrkraft kann im Vorhinein eine Zuordnung treffen, welche Schiilerin bzw. welcher Schiiler welche
Niveaustufe bearbeiten soll, oder man lasst die Schiilerinnen und Schiiler selbst wahlen. Damit die Schiiler
einfache individualisierte Riickmeldungen geben kénnen, sind am Rand der Arbeitsblatter kleine Tabellen
mit Smileys abgedruckt. Dort kénnen Schiiler eine personliche Einschatzung zu jeder Teilaufgabe
abgeben. Sie sollen dabei einschatzen, wie gut sie mit der Aufgabe zurechtgekommen sind, bzw. wie
schwierig sie die Aufgabe empfanden.

Angestrebt wird, dass der Test von allen Schiilerinnen und Schiilern einer Klasse bearbeitet wird. Die
Schiilerinnen und Schiiler sollen im Vorfeld erfahren, dass ein Test durchgefiihrt wird. Sie sollen auf ihn
jedoch nicht speziell vorbereitet werden. Die Schiilerantworten sollten nicht benotet werden, da Effekte
wie beispielsweise Aufregung und Versagensangst vermieden werden sollten. Jede Lehrkraft kann
entsprechend der inhaltlichen Ausrichtung des Unterrichts nur einzelne Teilaufgaben auswahlen bzw. die
Aufgaben modifizieren. Aufderdem kann je nach organisatorischen Vorrausetzungen eine Zeitspanne von
45 oder 90 Minuten gewahlt werden.
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Die unterrichtende Lehrkraft korrigiert die Antworten der Schiilerinnen und Schiiler und ermittelt fiir
jede Teilaufgabe die Anzahl an Schiilerinnen und Schiilern, die die Aufgabe geldst, teilweise gelost bzw.
nicht gelost haben. AnschliefRend wird fiir jede Teilaufgabe das Korrekturergebnis in Beziehung zum
Erwartungshorizont gesetzt. Dabei sollte ein besonderes Augenmerk auf Auffalligkeiten wie z. B. typische
Fehler gelegt werden. Eine differenziertere Sichtweise entsteht durch die Auswertung der drei
Niveaustufen. Dariiber hinaus kdnnen individuelle Hinweise der Schiiler ausgewertet werden, die sie in
den nebenstehenden Tabellen vermerkt haben. SchliefRlich kénnen Schlussfolgerungen zum Lernstand der
Schiilerinnen und Schiiler, sowie zum Unterricht und dessen Fortentwicklung gezogen werden.

Referenzen

[1] THURINGER KULTUSMINISTERIUM (Hrsg.) (2011): Lehrplan fiir den Erwerb der Allgemeinen
Hochschulreife, Mathematik.

[2] SEKRETARIAT DER STANDIGEN KONFERENZ DER KULTUSMINISTER DER LANDER IN DER BUNDESREPUBLIK
DEUTSCHLAND (Hrsg.) (2004 b): Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren
Schulabschluss - Beschluss der Kultusministerkonferenz vom 4.12.2003. Miinchen. Wolters Kluwer.

[3] FoTHE, M; LUDWIG, H.; KUSPERT, K.; WENZEL, M. (2006): Unterrichtsreflexion mit ungewo6hnlichen
Mitteln. LOG IN Nr. 141/142.S.52-63
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Aufgabe 1: Linea - Die Funktion des gespannten Fadens.

Themengebiet

Lineare Funktionen

Klassenstufe

Kurzbeschreibung

Woher kommt eigentlich der Begriff lineare Funktion? Die
Begriffsklirung des aus dem lateinischen stammenden Wortes linear
fiihrt zu einer entscheidenden Figenschaft der linearen Funktionen. In
den sechs Teilaufgaben miissen die Schiiler ihr gesammeltes Wissen iiber
lineare Funktionen zur Anwendung bringen und sogar noch dariiber
hinaus gehen, wenn sie in der letzten Teilaufgabe die Funktion mit dem
grofSten Absolutglied bestimmen sollen. An dieser Stelle hilft vielleicht
nur ein DGS oder ein CAS weiter.

Lehrplanbeziige

...die Bedeutung der Parameter m und n in der Funktionsgleichung
y=If(x)=mx+n fiir die Ejgenschaften der linearen Funktion erliutern.

...die gegenseitige Lage zweier Geraden aus den Eijgenschaften der
zugehorigen linearen Funktionen bestimmen (Parallelitit,
Orthogonalitdt, Existenz eines Schnittpunktes, Identitat).

...Funktionsgleichungen aus vorgegebenen Eigenschaften des Graphen
einer linearen Funktion (zwei Punkte, Punkt und Anstieg) bestimmen.

...Computersoftware zum Erstellen von Tabellen, Diagrammen und
Funktionsgraphen nutzen.

Mathematische Leitideen

Funktionaler Zusammenhang
Raum und Form

Zahl

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
l6sen verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al X X
A2 X X
A3 X X X
A4 X X
A5 X X
A6 X X X X X
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Linea - Die Funktion des gespannten Fadens.

Der Begriff der linearen Funktion leitet sich vom lateinischen Wort /inea ab, das
so viel bedeutet wie Leine, Schnur oder Faden. Der Graph einer solchen Funktion
sieht demnach wie ein gespannter Faden aus. Aus mathematischer Sicht ist es
interessant, wie eine Funktionsgleichung beschaffen sein muss, damit der Graph
der Funktion einer Geraden entspricht.

Gib die allgemeine Funktionsgleichung fiir eine lineare Funktion an und beschreibe
die Bedeutung der Parameter.

A2

Gegeben sind die beiden linearen Funktionen:
fi:  —3V2=vV2y-x
f,: 3 =2y + 2V2x

Bestimme den Schnittpunkt der Graphen der beiden linearen Funktionen.

A3

Die Graphen der beiden Geraden aus A2 schneiden sich offensichtlich. Allerdings
konnen die Graphen zweier linearer Funktionen auch andere Lagebeziehungen
aufweisen.

Gib weitere mogliche Lagebeziehungen der Graphen zweier linearer Funktionen an
und iiberlege dir zu jeder ein Beispiel in Bezug auf fi.

A4

Eine lineare Funktion ist eindeutig durch zwei Punkte bestimmt. Gegeben sind
die beiden Punkte Pl(l, —3\/7) P, (—4,2\/5).

Bestimme die Funktionsgleichung der linearen Funktion f3, deren Graph durch die
Punkte P; und P; verlauft..

A5

Die Graphen der beiden Funktionen fj, f, von oben und deiner Beispiel-
Funktionen aus Aufgabe A3, sowie der Funktion f3, die du eben bestimmt hast,
begrenzen eine Flache in der Ebene.

Berechne den Flacheninhalt dieser Flache.

A6

Die berechnete Fliache aus Aufgabe A5 wird durch die Graphen der linearen
Funktionen fj, f;, f5, sowie deiner Beispielfunktionen begrenzt.

Eine weitere lineare Funktion ist n = 2y + 6x mit neR.
Ein interessantes mathematisches Problem ist das folgende:

Bestimme die lineare Funktion n = 2y + 6x so, dass n maximal wird, aber der
Graph dieser Funktion die Flache aus Aufgabe A5 noch schneidet.
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Linea - Die Funktion des gespannten Fadens.

Der Begriff der linearen Funktion leitet sich vom lateinischen Wort /inea ab, das
so viel bedeutet wie Leine, Schnur oder Faden. Der Graph einer solchen Funktion
sieht demnach wie ein gespannter Faden aus. Aus mathematischer Sicht ist es
interessant, wie eine Funktionsgleichung beschaffen sein muss, damit der Graph
der Funktion einer Geraden entspricht.

Gib die allgemeine Funktionsgleichung fiir eine lineare Funktion an und beschreibe
die Bedeutung der Parameter.

A2

Gegeben sind die beiden linearen Funktionen:
f,(x) =gx+\/§— 1

fz(x)=—2x+\/§—1

Bestimme den Schnittpunkt der Graphen der beiden linearen Funktionen.

A3

Die Graphen der beiden Geraden aus A2 schneiden sich offensichtlich. Allerdings
konnen die Graphen zweier linearer Funktionen auch andere Lagebeziehungen
aufweisen.

Gib weitere mogliche Lagebeziehungen der Graphen zweier linearer Funktionen an
und iiberlege dir zu jeder ein Beispiel in Bezug auf f;.

A4

Eine lineare Funktion ist eindeutig durch zwei Punkte bestimmt. Gegeben sind
die beiden Punkte P1(1,-4) und P,(-5,5).

Bestimme die Funktionsgleichung der linearen Funktion f3, deren Graph durch die
Punkte P; und P; verlauft..

A5

Die Graphen der beiden Funktionen fj, f, von oben und deiner Beispiel-
Funktionen aus Aufgabe A3, sowie der Funktion f3, die du eben bestimmt hast,
begrenzen eine Flache in der Ebene.

Berechne den Flacheninhalt dieser Flache.

A6

Die berechnete Flache aus Aufgabe A5 wird durch die Graphen der linearen
Funktionen fj, f;, f5, sowie deiner Beispielfunktionen begrenzt.

Eine weitere lineare Funktion ist n = y + 3x fiir eine beliebige reelle Zahl n.
Ein interessantes mathematisches Problem ist das folgende:

Bestimme die lineare Funktion n = y + 3x so, dass n maximal wird, aber der
Graph dieser Funktion die Flache aus Aufgabe A5 noch schneidet.
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Linea - Die Funktion des gespannten Fadens.

Der Begriff der linearen Funktion leitet sich vom lateinischen Wort /inea ab, das
so viel bedeutet wie Leine, Schnur oder Faden. Der Graph einer solchen Funktion
sieht demnach wie ein gespannter Faden aus. Aus mathematischer Sicht ist es
interessant, wie eine Funktionsgleichung beschaffen sein muss, damit der Graph
der Funktion einer Geraden entspricht.

Gib die allgemeine Funktionsgleichung fiir eine lineare Funktion an und beschreibe
die Bedeutung der Parameter.

A2

Gegeben sind die beiden linearen Funktionen:
fix) = §X +2

f,(x) = —%X+ 15

Bestimme den Schnittpunkt der Graphen der beiden linearen Funktionen.

A3

Die Graphen der beiden Geraden aus A2 schneiden sich offensichtlich. Allerdings
konnen die Graphen zweier linearer Funktionen auch andere Lagebeziehungen
aufweisen.

Gib weitere mogliche Lagebeziehungen der Graphen zweier linearer Funktionen an
und iiberlege dir zu jeder ein Beispiel in Bezug auf f;.

A4

Eine lineare Funktion ist eindeutig durch zwei Punkte bestimmt. Gegeben sind
die beiden Punkte P1(1,-4) und P,(-5,5).

Bestimme die Funktionsgleichung der linearen Funktion f3, deren Graph durch die
Punkte P; und P, verlauft..

A5

Die Graphen der beiden Funktionen fj, f, von oben und deiner Beispiel-
Funktionen aus Aufgabe A3, sowie der Funktion f3, die du eben bestimmt hast,
begrenzen eine Flache in der Ebene.

Berechne den Flacheninhalt dieser Flache.

A6

Die berechnete Flache aus Aufgabe A5 wird durch die Graphen der linearen
Funktionen fj, f;, f5, sowie deiner Beispielfunktionen begrenzt.

Eine weitere lineare Funktion isty = —3x + n fiir eine beliebige reelle Zahl n.
Ein interessantes mathematisches Problem ist das folgende:

Bestimme die lineare Funktion y = —3x + n so, dass n maximal wird, aber der
Graph dieser Funktion die Flache aus Aufgabe A5 noch schneidet.
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Losungshinweise zu Aufgabe 1: Linea - Die Funktion des gespannten Fadens.

Aufgabe | Losungshinweis Screenshot (Beispiel)
Al Die allgemeine Funktionsgleichung lautet
y=f(x)=mx+n, wobei m den Anstieg und n das
Absolutglied reprasentiert. Beide Parameter
sind reellwertig. Der Schnittpunkt mit der
Ordinatenachse ist So (0; n).
A2 | N1:S(3V2;-)) _
N2:S (0; V2 — 1) fI{:IHZ=—2'.\‘+J2_—1 Fertig |
N3:S (6; 6) -
fj_x:*: —. _\:+J2— -1 Fertg
2
solve|r_f]lrx‘i=‘f£.‘£‘r‘.|,x:* x=0
#2l0) 7 -1
| g
4/99
A3 Die Graphen zweier linearer Funktionen
konnen parallel verlaufen, dann gibt es keinen
Schnittpunkt. Desweiteren kénnen die
Graphen zweier linearer Funktionen identisch
sein, dann gibt es unendlich viele
Schnittpunkte.
A4 N1: f;(x) = —/2x — 22 .
N2:f3(x) = —3x -2 #30x):=m- x+n Fertig a
N3:£(x) = —3x — ¢ [1Al=a 378
3(x) = —x—3 solve| {1 )g MM m=— and n=—
|
S
2/99
A5 Es handelt sich bei der Flache um ein Rechteck,

da die Graphen der linearen Funktionen sich
orthogonal schneiden. Demnach muss man die
jeweiligen Schnittpunkte bestimmen und die
Lange zweier Seiten bestimmen.

[l = \/(X1 —X2)% + (y1 — y2)?

2{)=—x+2-1 ]
- 9 3 J_ 6.67
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A6

Es ist sinnvoll sich zunéchst ein Beispiel zu
iiberlegen, dafiir setzt man n = —5. Verwendet
man ein DGS, kann man den Graphen der
Funktion y = —3x — 5 parallel verschieben
und bekommt eine Idee. Der Graph der
Funktion muss die Flache in einer Ecke
schneiden, damit n maximal wird. Jetzt muss
man nur noch die Koordinaten der Ecke
bestimmen und das n exakt berechnen lassen.

| 1.3 | *Nicht gespeicherte =

{6

ht gespeicherte —

il <)
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Aufgabe2: Wann ist weniger mehr? - Der optimale Winkel beim Kugelstof3en.

Themengebiet

Quadratische Funktionen

Klassenstufe

9/ (10 BLF)

Kurzbeschreibung

Seit dem David Storl 2011 als erster Deutscher Weltmeister im
KugelstoSen geworden ist, riickt die olympische Disziplin immer mehr in
den Focus des offentlichen Interesses. Fiir viele Schiiler ist das
KugelstoSen nichts Unbekanntes, die meisten haben in ihrem
Sportunterricht ejgene Erfahrungen dazu sammeln kénnen.

Die Flugbahn der Kugel lisst sich mathematisch gut mit quadratischen
Funktionen beschreiben. Aufgrund der geringen Geschwindigkeiten hat
der Luftwiderstand keinen Einfluss und die ballistische Flugkurve gleicht
der Wurfparabel des schragen Wurfes. Spannend ist, ob auch der
optimale Winkel beim KugelstofSen dhnlich wie beim schrdgen Wurf 45°
betrdgt?

Lehrplanbeziige

...quadratische Funktionen auf Definitions- und Wertebereich,
Scheitelpunkt, Achsenschnittpunkte, Monotonie, Symmetrie untersuchen
und graphisch darstellen.

...aus Punkten des Funktionsgraphen die Gleichung einer quadratischen
Funktion ermitteln.

...Inner- und auSermathematische Problemstellungen mit Hilfe
quadratischer Funktionen ermitteln.

...CAS verwenden um experimentell zu arbeiten und verschiedene
Losungswege zu realisieren und zu vergleichen.

Mathematische Leitideen

Funktionaler Zusammenhang

Zahl

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al X X
A2 X X X X
A3 X X
A4 X
A5 X X X X
w1 X X X
Referenzen
http://www.leichtathletik.de/dokumente/proforumrot/thread.asp?id=4654 24.11.2012
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Wann ist weniger mehr? - Der optimale Winkel beim Kugelstof3en.

Beim Kugelstofden entspricht die Flugbahn der Kugel einer Parabel. Daher kann die

Flugkurve mit der folgenden Gleichung beschrieben werden.

V.
2 y
X +_X+
V. Yo

X

Alle Grof3en finden sich in folgender Skizze wieder.

A

y — —~

StoRweite

Legende: g ... Fallbeschleunigung (g =981 SEZ)

v ... Abwurfgeschwindigkeit
vy ... Abwurfgeschwindigkeit in x — Richtung

y - Abwurfgeschwindigkeit in y — Richtung

yO e

o ... Abwurfwinkel

Abwurfhohe

Der Kugelstofder David Storl wurde 2011 in Dagegu (Siidkorea) als erster
Deutscher Weltmeister im Kugelstof3en mit einer Weite von 21,78 m. Nun bereit er
sich auf die ndchsten Olympischen Spiele vor. Bei einem seiner Trainingsstofie
wurden mit Hilfe einer Videokamera und einer normierten Leinwand folgende

Werte gemessen:

Abwurfhohe: y, = 2,24 m
Abwurfgeschwindigkeit: v = 14,19 =
Abwurfgeschwindigkeit in x-Richtung: v, = 11,557

Die Weite wurde bei der Videoanalyse nicht erfasst. Der Trainer hat aber das
Gefiihl, dass David seine personliche Bestweite iibertroffen haben konnte.

Bestimme die Weite und die H6he von Davids Trainingsstof3.

10
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Der Trainer trainiert zurzeit auch einen Nachwuchssportler. Bei einem
Trainingsstof3 seines Schiitzlings misst der Trainer eine Stofdweite von 18,17 m. Da
er immer auch ein Foto macht, kann er ermitteln, dass die Kugel nach 7,86 m ihren
hochsten Punkt bei einer Hohe von 6,21 m erreicht hatte. Weiterhin kann er die
AbstofRhohe mit y, = 2,08 m rekonstuieren.

Bestimme eine Parabelgleichung, die den Stof2 des Nachwuchssportlers beschreibt.

A3

Zu Auswertungszwecken legt der Trainer die beiden Flugkurven iibereinander.

Bestimme die Punkte, an denen sich die beiden Flugkurven schneiden.

A4

Der Trainer betrachtet sich die beiden Flugkurven, um dem Nachwuchssportler
einige Hinweise geben zu konnen. Er kann davon ausgehen, dass beide Athleten mit
der gleichen Kraft gestofien hatten, da die Abwurfgeschwindigkeiten nach seinen
Erkenntnissen ungefahr gleich sind.

Sprich eine Empfehlung fiir den Nachwuchssportler aus, nachdem du die beiden
Flugkurven verglichen hast. Begriinde deine Empfehlung.

A5

Wenn sich Abwurf- und Landepunkt auf derselben Hohe befinden, dann ist aus der
Physik bekannt, dass der optimale Abwurfwinkel a = 45° ist. Ist das beim
Kugelstoféen auch so? Verwende als Grundlage deiner Untersuchungen, die
Flugkurve von Davids Trainingsstofs aus Aufgabe A1.

Stelle eine Vermutung fiir den optimalen Abwurfwinkel beim Kugelstof3en auf.
Begriinde deine Vermutung.

w1

Zusatz:

Auch beim Hammerwurf kann man die Flugbahn des Hammers sehr gut mit einer
Parabel beschreiben. Allerdings liegen die Wurfweiten der besten Athleten bei
ungefahr 85 m.

Vergleiche die generellen Flugkurven der Geréte in den beiden Disziplinen
Hammerwurf und Kugelstof3. Gehe dabei auch auf den Abwurfwinkel beim
Hammerwurf ein.

11



N2 | Wann ist weniger mehr? - Der optimale Winkel beim Kugelstof3en.
Beim Kugelstofden entspricht die Flugbahn der Kugel einer Parabel. Daher kann die
Flugkurve mit der folgenden Gleichung beschrieben werden.

_ 8 2 W,
y = 22 X +VX X+ Yo
Alle Grof3en finden sich in folgender Skizze wieder.
A o
y =" ~~_
\\
~
~N
~
~
N
N
N
AN
\
N
\
AN
AN
N
\
N
X
StoRweite
Legende: g ... Fallbeschleunigung (g =981 SEZ)

v ... Abwurfgeschwindigkeit
vy ... Abwurfgeschwindigkeit in x — Richtung
vy ... Abwurfgeschwindigkeit in y — Richtung
Vo ... Abwurfhohe

Al
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o ... Abwurfwinkel

Der Kugelstofder David Storl wurde 2011 in Dagegu (Siidkorea) als erster
Deutscher Weltmeister im Kugelstof3en mit einer Weite von 21,78 m. Nun bereit er
sich auf die ndchsten Olympischen Spiele vor. Bei einem seiner Trainingsstofie
wurden mit Hilfe einer Videokamera und einer normierten Leinwand folgende

Werte gemessen:

Abwurfhohe: y, = 2,24 m

Abwurfgeschwindigkeiten in x- und y-Richtung: v, = 8,24 =, v, = 11,55%

Die Weite wurde bei der Videoanalyse nicht erfasst. Der Trainer hat aber das
Gefiihl, dass David seine personliche Bestweite iibertroffen haben kénnte.

Bestimme die Weite und die Héhe von Davids Trainingsstof3.
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A2

CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

Der Trainer trainiert zurzeit auch einen Nachwuchssportler. Bei einem
Trainingsstof3 seines Schiitzlings misst der Trainer eine Stofdweite von 18,17 m. Da
er immer auch ein Foto macht, kann er ermitteln, dass die Kugel nach 7,86 m ihren
hochsten Punkt bei einer Hohe von 6,21 m erreicht hatte. Weiterhin kann er die
AbstofRhohe mit y, = 2,08 m rekonstuieren.

Bestimme eine Parabelgleichung, die den Stof2 des Nachwuchssportlers beschreibt.

A3

Zu Auswertungszwecken legt der Trainer die beiden Flugkurven iibereinander.

Bestimme die Punkte, an denen sich die beiden Flugkurven schneiden.

A4

Der Trainer betrachtet sich die beiden Flugkurven, um dem Nachwuchssportler
einige Hinweise geben zu konnen. Er kann davon ausgehen, dass beide Athleten mit
der gleichen Kraft gestofien hatten, da die Abwurfgeschwindigkeiten nach seinen
Erkenntnissen ungefahr gleich sind.

Sprich eine Empfehlung fiir den Nachwuchssportler aus, nachdem du die beiden
Flugkurven verglichen hast. Begriinde deine Empfehlung.

A5

Wenn sich Abwurf- und Landepunkt auf derselben Hohe befinden, dann ist aus der
Physik bekannt, dass der optimale Abwurfwinkel a = 45° ist. Ist das beim
Kugelstoféen auch so? Verwende als Grundlage deiner Untersuchungen, die
Flugkurve von Davids Trainingsstofs aus Aufgabe A1.

Stelle eine Vermutung fiir den optimalen Abwurfwinkel beim Kugelstof3en auf.
Begriinde deine Vermutung

Hinweis:.

Verwende bei deinen Uberlegungen die Flugparabelgleichung in Abhangigkeit des
Abwurfwinkels:

-8
2-v-cos?(a)

Ve (x) = x* +tan(a) *x+y, mitv? = vg + vy

w1

Zusatz:

Auch beim Hammerwurf kann man die Flugbahn des Hammers sehr gut mit einer
Parabel beschreiben. Allerdings liegen die Wurfweiten der besten Athleten bei
ungefahr 85 m.

Vergleiche die generellen Flugkurven der Geréte in den beiden Disziplinen
Hammerwurf und Kugelstof3. Gehe dabei auch auf den Abwurfwinkel beim
Hammerwurf ein.

13



N3

Al

Beim Kugelstofden entspricht die Flugbahn der Kugel einer Parabel. Daher kann die

CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

Wann ist weniger mehr? - Der optimale Winkel beim Kugelstof3en.

Flugkurve mit der folgenden Gleichung beschrieben werden.

V.
2 y
X +_X+
V. Yo

X

Alle Grof3en finden sich in folgender Skizze wieder.

A

y

Legende: g

StoRweite

... Fallbeschleunigung (g =981 5_2)

v ... Abwurfgeschwindigkeit

vy ... Abwurfgeschwindigkeit in x — Richtung
vy ... Abwurfgeschwindigkeit in y — Richtung
Vo ... Abwurfhohe

o ... Abwurfwinkel

Der Kugelstofder David Storl wurde 2011 in Dagegu (Siidkorea) als erster
Deutscher Weltmeister im Kugelstof3en mit einer Weite von 21,78 m. Nun bereit er
sich auf die ndchsten Olympischen Spiele vor. Bei einem seiner Trainingsstofie
wurden mit Hilfe einer Videokamera und einer normierten Leinwand die
entsprechenden Werte gemessen und die Flugparabelgeleichung aufgestellt:

y = —0,0368 -x%* + 0,7134 - x + 2,24

Die Weite wurde bei der Videoanalyse nicht erfasst. Der Trainer hat aber das
Gefiihl, dass David seine personliche Bestweite iibertroffen haben kénnte.

Bestimme die Weite und die Héhe von Davids Trainingsstof3.

14



A2

CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

Der Trainer trainiert zurzeit auch einen Nachwuchssportler. Bei einem
Trainingsstof3 seines Schiitzlings misst der Trainer eine Stofdweite von 18,17 m. Da
er immer auch ein Foto macht, kann er ermitteln, dass die Kugel nach 7,86 m ihren
hochsten Punkt bei einer Hohe von 6,21 m erreicht hatte. Weiterhin kann er die
AbstofRhohe mit y, = 2,08 m rekonstuieren.

Bestimme eine Parabelgleichung, die den Stof2 des Nachwuchssportlers beschreibt.

A3

Zu Auswertungszwecken legt der Trainer die beiden Flugkurven iibereinander.

Bestimme die Punkte, an denen sich die beiden Flugkurven schneiden.

A4

Der Trainer betrachtet sich die beiden Flugkurven, um dem Nachwuchssportler
einige Hinweise geben zu konnen. Er kann davon ausgehen, dass beide Athleten mit
der gleichen Kraft gestofien hatten, da die Abwurfgeschwindigkeiten nach seinen
Erkenntnissen ungefahr gleich sind.

Sprich eine Empfehlung fiir den Nachwuchssportler aus, nachdem du die beiden
Flugkurven verglichen hast. Begriinde deine Empfehlung.

A5

Wenn sich Abwurf- und Landepunkt auf derselben Hohe befinden, dann ist aus der
Physik bekannt, dass der optimale Abwurfwinkel a = 45° ist. Ist das beim
Kugelstoféen auch so? Verwende als Grundlage deiner Untersuchungen, die
Flugkurve von Davids Trainingsstofs aus Aufgabe A1.

Stelle eine Vermutung fiir den optimalen Abwurfwinkel beim Kugelstof3en auf.
Begriinde deine Vermutung

Hinweis:.

Verwende bei deinen Uberlegungen die Flugparabelgleichung in Abhingigkeit des
Abstof3winkels a:

Y. (x) = —0,02436 - ‘x? +tan(a) - x + 2,24

1
cos?(a)

wi

Zusatz:

Auch beim Hammerwurf kann man die Flugbahn des Hammers sehr gut mit einer
Parabel beschreiben. Allerdings liegen die Wurfweiten der besten Athleten bei
ungefahr 85 m.

Vergleiche die generellen Flugkurven der Geréte in den beiden Disziplinen
Hammerwurf und Kugelstof3. Gehe dabei auch auf den Abwurfwinkel beim
Hammerwurf ein.
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

Losungshinweise zu Aufgabe2:
Wann ist weniger mehr? - Der optimale Winkel beim Kugelstof3en.

Aufgabe | Losungshinweis Screenshot (Beispiel)

Al Es ist zundchst notig die gegebenen Werte in 11 - Lol < |
die allgemeine Wurfparabelgleichung : : .
einzusetzen. Innerhalb der Aufgabenstellung
von N1 muss auch der pythagoreische
Zusammenhang der Geschwindigkeiten in x-
bzw. y-Richtung erkannt und angewandt
werden. Die Aufgabe kann entweder
rechnerisch oder graphisch unter Verwendung
digitaler Werkzeuge gelost werden.

A2

) -
glxl=a x“+b x+c

[[glo}=2.08 \

gl7 86)=6.21.ab,c
\[gl18.17)=0 )
a=-0.062068 and b=1.0133 and c=2.08

glxlla=-0.062067866245032 and b=1.01329"

solve

-0.062068: x2+1 0133 x+2.08
I [
3/99

A3 Die Aufgabe kann entweder rechnerisch oder ‘FEEEIEY: cAs-Ausa.ung <
graphisch unter Verwendung digitaler :
Werkzeuge geldst werden.

A

glx)la=-0.062067866245033 and b=1.01329"
-0.062068 x2+1.0133- x+2.08

solve'[f}f:x:wo 062067866245033- x2+1.013"

x=0.559929 or x=11 3089
#1(0.55992900941999) 2.6279
71(11.308850031856) 013

3%
(=]

b

[e]

v
o

| v

A4 Man konnte dem Nachwuchssportler
empfehlen, die Kugel flacher abzustofien.
Vergleicht man beide Flugkurven, erkennt
man, dass die Kugel des Nachwuchssportlers
zwar hoher aber eben nicht weiter als die
Kugel von David Storl fliegt. Die Kugel wiirde
demnach weiter fliegen, wenn der
Abwurfwinkel verringert wird.

413 | *CAS-Aufga..ung <

1

- A Pk = e Qe 5
17 fllx)=-0.037 x“+0.712 - x+2.24
(11.3,5.6)

Y(056,263) K

gsl‘_,\{l=gt',\~}||a=-o 062 and =101 and c=2.08
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

A5

Legt man die Flugkurve der Kugel von David
Storl aus Al zugrunde, kann man die
Stofsweite in Abhdngigkeit des Abwurfwinkels
untersuchen. Dabei fallt auf, dass der
Abwurfwinkel deutlich kleiner als 45° ist. Die
Verwendung digitaler Werkzeuge ist an dieser
Stelle ungemein hilfreich.

Die Begriindung fiir den kleineren
Abwurfwinkel liegt in der Relation von
Abwurfhohe und -weite. Da die Kugel nicht so
weit fliegt, bewirkt der Abwurfpunkt von ca.
2m iiber dem Boden einen von 45°
abweichenden Abwurfwinkel. Es ist
nachvollziehbar, dass der Steigungswinkel
einer Tangenten an einer Parabel kleiner wird
je ndher sie an den Scheitelpunkt angelegt
wird.

'Graph f4 .
4 -0.024-x=

fdlx)= +tan{a®) x+2.24

w1

Die obige Argumentation greift auch beim
Hammerwurf. Allerdings ist die Wurfweite von
ca. 85m deutlich grofier als beim Kugelstofien,
wobei die Abwurfhohe anndhernd gleich ist.
Das bedeutet, der Abwurfwinkel liegt bei 45°,
denn der Héhenunterschied zwischen Abwurf-
und Landpunkt ist zu gering.
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

Aufgabe 3: Salar de Uyuni - Eine geometrische Laune der Natur.

Themengebiet

Zentrische Streckung, Kreiskegel

Klassenstufe

Kurzbeschreibung

Aufder bolivianischen Hochebene Salar de Uyuni befindet sich ein
gewaltiger Salzsee. Die Bewohner tiirmen das Salz zu mannshohen
Kegeln auf, bevor es abtransportiert und in die ganze Welt verschickt
wird. Diese Szenerie bietet wegen der einzigartigen Natur viele
unglaubliche Fotomotive. Diese Bilder zeigen auch interessante
geometrische Zusammenhdnge.

Fiir diese Aufgabe liegt ein digitales Arbeitsblatt bereit:
http.//www.mzjena.de/moodle/mod/folder/view.php?id=38778

Lehrplanbeziige

...den Einfluss des Streckfaktors auf die Gréfsen von Winkeln, die Linge
von Strecken, den Flicheninhalt bzw. den Rauminhalt beschreiben.

...zentrische Streckung und Ahnlichkeit mit dynamischer
Geometriesoftware veranschaulichen.

...aus mafistabsgerechten Zeichnungen und Skizzen von
zusammengesetzten Korpern MalSe sachgerecht entnehmen und fiir
Berechnungen nutzen.

Mathematische Leitideen

Raum und Form
Messen

Zahl

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al.l X X
Al1.2 X
A2.1 X X X
A2.2 X X X
A3.1 X X
A3.2 X X
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miiller

N1 | Salar de Uyuni - Eine geometrische Laune der Natur.

Im Internet findet man zu dem Suchwort Salar de Uyuniunter anderem folgende
Informationen:

Mit einer Flache von 10.000 Quadratkilometern bildet der Salar de Uyuni den groBten Salzsee auf
der Welt. Er ist eine Attraktion fiir Bolivien-Touristen, die mit Gelandewagen lber die
mondahnliche Senke fahren, vorbei an tausend Jahre alten Kakteen und Flamingos in
Salzlagunen.

Hier, in 3650 Metern Hohe, gehen Salzbauern einer beschwerlichen Arbeit nach. Sie hacken mit
Pickeln und Axten Salz aus der meterdicken Kruste und tiirmen es zu Kegeln auf. Das Salz soll in
der Sonne trocknen, ehe es auf die Pritschen klappriger Lastwagen geschaufelt und in die Stadt
Uyuni gebracht wird, um von dort in die ganze Welt transportiert zu werden. [...]

http://www.hamburggoesgreen.de/links/20-news2 27.10.20117

-—_""-'-" —
bt - T

S

=

http://www.worldtravelattractions.com/top-5-alien-landscapes-on-earth/ 04.04.2012 ® el

Al.1 Indem obigen Bild sind die beschriebenen Salzkegel zu sehen. Schitze die Hohe und
die Breite und bestimme das Gewicht eines solchen Salzkegels. Gehe dabei kurz auf
die Konsequenzen fiir den Salztransport ein.

A1.2 Der durchschnittliche Prokopfverbrauch in Thiiringen liegt bei 4380g Salz im Jahr.
Bestimme die Anzahl an Personen, die mit der von dir berechneten Menge fiir ein
Jahr versorgt werden kénnten.

A2.1 Aufdem Bild kann man mehrere zentrische Streckungen erkennen. Zeichne eine
zentrische Streckung in das Bild ein. Beschreibe wo das Streckzentrum liegt und
bestimme den entsprechenden Streckungsfaktor.

A2.2 Der Mafistab des Bildes betragt 1:38. Berechne die tatsachliche Héhe und die Breite
des Kegels und vergleiche diese Werte mit deinen Schitzwerten.

A3.1 Angenommen man wiirde einen Kegel dhnlich wie in der Abbildung um den
Streckungsfaktor 3 zentrisch strecken. Zeige, dass dann das Volumen des gestreckten
Kegels das 27-fache Volumen des Ausgangskegels umfasst.

A3.2 Verallgemeinere diesen Zusammenhang fiir einen positiven Streckungsfaktor k > 0.
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miiller

N2 | Salar de Uyuni - Eine geometrische Laune der Natur.

Im Internet findet man zu dem Suchwort Salar de Uyuniunter anderem folgende
Informationen:

Mit einer Flache von 10.000 Quadratkilometern bildet der Salar de Uyuni den groBten Salzsee auf
der Welt. Er ist eine Attraktion fiir Bolivien-Touristen, die mit Gelandewagen lber die
mondahnliche Senke fahren, vorbei an tausend Jahre alten Kakteen und Flamingos in
Salzlagunen.

Hier, in 3650 Metern Hohe, gehen Salzbauern einer beschwerlichen Arbeit nach. Sie hacken mit
Pickeln und Axten Salz aus der meterdicken Kruste und tiirmen es zu Kegeln auf. Das Salz soll in
der Sonne trocknen, ehe es auf die Pritschen klappriger Lastwagen geschaufelt und in die Stadt
Uyuni gebracht wird, um von dort in die ganze Welt transportiert zu werden. [...]

http://www.hamburggoesgreen.de/links/20-news2 27.10.20117

-

=
.

iy, =
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-

http://www.worldtravelattractions.com/top-5-alien-landscapes-on-earth/ 04.04.2012 ® el

Al1.1  Indem obigen Bild sind die beschriebenen Salzkegel zu sehen. Schitze die Héhe und die Breite
eines solchen Kegels. Bestimme anhand deiner Schitzwerte das Gewicht eines solchen
Salzkegels. (Die Dichte von Kochsalz betragt 2,17#.) Gehe dabei kurz auf die

Konsequenzen fiir den Salztransport ein.

Al2  Der durchschnittliche Prokopfverbrauch in Thiiringen liegt bei 4380g Salz im Jahr.
Bestimme die Anzahl an Personen, die mit der von dir berechneten Menge fiir ein
Jahr versorgt werden kénnten.

A2.1  Aufdem Bild kann man mehrere zentrische Streckungen erkennen. Zeichne eine zentrische
Streckung in das Bild ein. Beschreibe wo das Streckzentrum liegt und bestimme den
entsprechenden Streckungsfaktor.

A2.2 Der Maf3stab des Bildes betrégt 1:38. Berechne die tatsachliche Hohe und die Breite des Kegels
und vergleiche diese Werte mit deinen Schatzwerten.

A3 Angenommen man wiirde einen Kegel dhnlich wie in der Abbildung um den Streckungsfaktor 3
zentrisch strecken. Zeige, dass dann das Volumen des gestreckten Kegels das 27-fache
Volumen des Ausgangskegels umfasst.
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miiller

N3 | Salar de Uyuni - Eine geometrische Laune der Natur.

Im Internet findet man zu dem Suchwort Salar de Uyuniunter anderem folgende
Informationen:

Mit einer Flache von 10.000 Quadratkilometern bildet der Salar de Uyuni den groBten Salzsee auf
der Welt. Er ist eine Attraktion fiir Bolivien-Touristen, die mit Gelandewagen lber die
mondahnliche Senke fahren, vorbei an tausend Jahre alten Kakteen und Flamingos in
Salzlagunen.

Hier, in 3650 Metern Hohe, gehen Salzbauern einer beschwerlichen Arbeit nach. Sie hacken mit
Pickeln und Axten Salz aus der meterdicken Kruste und tiirmen es zu Kegeln auf. Das Salz soll in
der Sonne trocknen, ehe es auf die Pritschen klappriger Lastwagen geschaufelt und in die Stadt
Uyuni gebracht wird, um von dort in die ganze Welt transportiert zu werden. [...]

http://www.hamburggoesgreen.de/links/20-news2 27.10.20117
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http://www.worldtravelattractions.com/top-5-alien-landscapes-on-earth/ 04.04.2012 ® el

Al In dem obigen Bild sind die beschriebenen Salzkegel zu sehen. Schitze die Héhe und die Breite
eines solchen Kegels. Bestimme anhand deiner Schitzwerte das Gewicht eines solchen
Salzkegels. (Die Dichte von Kochsalz betragt 2,17#.) Gehe dabei kurz auf die

Konsequenzen fiir den Salztransport ein.

A2.1 Aufdem Bild kann man mehrere zentrische Streckungen erkennen. Zeichne eine zentrische
Streckung in das Bild ein. Beschreibe wo das Streckzentrum liegt und bestimme den
entsprechenden Streckungsfaktor.

A2.2 Der Maf3stab des Bildes betrégt 1:38. Berechne die tatsachliche Hohe und die Breite des Kegels
und vergleiche diese Werte mit deinen Schatzwerten.

A3 Angenommen man wiirde einen Kegel dhnlich wie in der Abbildung um den Streckungsfaktor 3
zentrisch strecken. Zeige, dass dann das Volumen des gestreckten Kegels das 27-fache
Volumen des Ausgangskegels umfasst.
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Losungshinweise zu Aufgabe 3: Salar de Uyuni - Eine geometrische Laune der Natur.

CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miiller

Aufgabe

Losungshinweis

Screenshot (Beispiel)

Al1l

In dem Text wird der Hinweis geben, dass ein
bolivianischer Salzbauer einen solchen
Salzkegel mit Handwerkzeugen (Hacke,
Spaten) auftiirmen kann. Man kann daher
vermuten, dass solche Salzkegel 1m hoch und
vielleicht 1,5m breit sind. Ein Salzkegel wiegt
demnach 1,3 Tonnen. Es ist beachtlich, wie
schwer Salz eigentlich ist. Es ist anzunehmen,
dass man z.B. den Laderaum eines LKWs nicht
vollstandig mit Salz auffiillen kann, das wére
einfach zu schwer. Das bedeutet, man benétigt
eine Vielzahl an LKWs fiir den Abtransport des
Salzes.

1
=.100: 7 752
2

-

187500- 7t 1)

187500 m 2.17

1.27824€6

Al1.2

Mit 1,3 Tonnen Salz konnten 291 Menschen fiir
ein Jahr versorgt werden. Man kdnnte auch
sagen, dass ein Vier-Personen-Haushalt mit
dieser Menge an Salz 73 Jahre auskommen
konnte.

1
=.100: 7 752
2

-

187500- 7t 1)

187500 m 2.17

1.27824€6

A 1278235.5109294
4380

291,835

A21

Das Streckzentrum ist in jedem Fall am
Horizont auszumachen. Wahlweise kann man
auf die Beziehung zum Fluchtpunkt eingehen.
Der Streckungsfaktor liegt bei dem linken
Beispiel bei 2,16.

Aufgab..uni =

A2.2

Bei dieser Aufgabe kann man es sich leicht
machen, wenn man nur ungefdhr die Hohe des
Kegels misst. Man kann aber auch genauer
arbeiten, in dem man die Seitenkante und die
Breite des Kegels misst und daraus einen
exakteren Wert fiir die Hohe bestimmt.

Die Kegel sind in Natur tatsachlich ungefiahr
1m hoch und 1,5m breit.
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

A3.1 Der Nachweis kann z.B. so erfolgen:
A o _ 1
V==-hm-r2==-3h) m-(3r)?
3 3
1 2 {3713 n)
=27-§-h-7r-r =27V Widnravi 9 kg7
27 1-'(;;]12' 9 7
3/99
A3.2 Der Nachweis fiir ein allgemeines k>0 erfolgt

analog zu A3.1. Ein CAS kann an dieser Stelle
ein nitzliches Hilfsmittel der Kontrolle bzw.
des Probierens sein.

1

1
V=g ki mert=o (ko) me (ko)

1
=k o hemert =Ky

Wk rik h)

2 ¥ 4
k- wrhl
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

Aufgabe 4: So alt und doch 16sbar!

Themengebiet

Volumen zusammengesetzter Kérper

Klassenstufe

Kurzbeschreibung

Die verschiedenen Formen der antiken Amphoren beschiftigen die
Historiker und Antikenforscher seit jeher. Die Grof8en und Formen
variierten iiber die Zeit und die Kulturen stark. Daher ist es immer
wieder spannend, eine neue Form solcher antiker TongefifSe zu
entdecken.

Dass es Tabellen mit Inhaltsangaben gab, ist iiberliefert. Vielleicht hat es
wirklich schon einmal einen Archdologen gegeben, der die Form des
GefdSes anhand einer solchen Tabelle bestimmt hat.

Die Volumen der antiken Amphoren schwankten zwischen 5 bis 50 1. In
diesem Beispiel liegt das Innenvolumen des GefilSes bei ca. 25 1.
Interessanterweise beinhaltete die romische Standard-Amphore 26 1.

Lehrplanbeziige

...Oberflicheninhalt und Volumen von zusammengesetzten Korpern
berechnen.

...die Losungsstrategien bei geometrischen Konstruktionen und
Berechnungen anwenden: Zerlegen eines Problems in Teilprobleme,
Erkennen von speziellen Linien, Dreiecken und Vielecken in Korpern,
Vorwdrts- und Riickwdrtsarbeiten.

...Lésungswege und Ergebnisse verstandlich und in angemessener Form
prdsentieren, erldutern und reflektieren.

Mathematische Leitideen

Raum und Form
Zahl

Funktionaler Zusammenhang

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
l6sen verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al X X X X X
Referenzen

GREEFRATH, G. (2007): Mathematisch Modellieren lernen - ein Beispiel aus der Integralrechnung. In:
GREEFRATH, G.; MAAR, J. (Hrsg.): Schriftenreihe der ISTRON-Gruppe. Materialien fiir einen
realititsbezogenen Unterricht. Verlag Franzbecker Hildesheim, Berlin. S. 113.

DILKE, A. 0. W. (1991): Mathematik, Maf3e und Gewichte in der Antike. Reclam Stuttgart.
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CAS-Testaufgaben zur Binnendifferenzierung - Matthias Miller

So alt und doch lésbar!

Bei Ausgrabungen in der Niahe von Delphi (Griechenland) sind Archaologen auf
Uberreste einer antiken Siedlung gestof3en. Dabei haben sie auch Lagerraume frei
gelegt, in denen grofde Tongefafie gestanden haben miissen, dass legen die
Scherbenfunde nahe. Leider konnten nur sehr wenige dieser Scherben geborgen
werden. Allerdings konnten die Forscher eine Tontafel mit Angaben zu
Fillstinden und Fiillmengen der Behiltnisse retten. Auf der Tafel konnten sie die
folgende Tabelle finden:

Fiillstand Fillmenge

1 pous 30 kyathos

4

1 pous 70 kyathos

2

3 pous 120 kyathos

4

1 pous 185 kyathos

5 pous 265 kyathos

4

3 pous 360 kyathos

2

2 pous 500 kyathos
pous (Fufl) ... altgriechische Langeneinheit
kyathos(Schopfbecher) ... altgriechische Volumeneinheit

Die Archdologen erkennen sofort, dass so eine Tabelle sehr niitzlich war, denn die
Bewohner der Siedlung mussten nur messen welchen Fiillstand die Behéltnisse
hatten und konnten dann sofort auf die Fiillmenge schlieflen.

Auf der Tontafel finden die Forscher auch die Angaben zu den Regalen, in denen
die Behaltnisse gelagert wurden. Demnach standen immer fiinf Gefaf3e in einer
Reihe nebeneinander und das Regal war 5 pous breit. Aufderdem gab es jeweils 5
Standmulden mit einem Durchmesser von einem halben pous.

Die Archdologen fragen sich, wie ein solches Gefaf? wohl ausgesehen haben mag.

Finde unterschiedliche Gefiaf3formen und vergleiche die Volumen mit der obigen
Tabelle. Entscheide auf Grundlage deiner Berechnungen welche Form dem antiken
Gefaf am dhnlichsten ist.

Hinweis:

Die Forscher wissen, dass ein griechischer Fuf} (pous) 296 mm misst und ein
griechischer Schopfbecher (kyathos) 0,05 1 sind. Es ist weiterhin bekannt, dass
die Menschen in der Antike die Naherung von ? fiir m verwendet haben.
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N2 | So alt und doch l6sbar!
Bei Ausgrabungen in der Niahe von Delphi (Griechenland) sind Archaologen auf
Uberreste einer antiken Siedlung gestof3en. Dabei haben sie auch Lagerraume frei
gelegt, in denen grofde Tongefafie gestanden haben miissen, dass legen die
Scherbenfunde nahe. Leider konnten nur sehr wenige dieser Scherben geborgen
werden. Allerdings konnten die Forscher eine Tontafel mit Angaben zu
Fillstinden und Fiillmengen der Behiltnisse retten. Auf der Tafel konnten sie die
folgende Tabelle finden:
Fiillstand Fillmenge

% pous 0,06 pous?

%pous 0,13 pous3

Zpous 0,23 pous3

1 pous 0,36 pous?

Zpous 0,51 pous?

gpous 0,69 pous3

2 pous 0,95 pous?
pous (Fufl) ... altgriechische Langeneinheit
pous3 (Kubikfufd) ... konstruierte Volumeneinheit
Die Archdologen erkennen sofort, dass so eine Tabelle sehr niitzlich war, denn die
Bewohner der Siedlung mussten nur messen welchen Fiillstand die Behaltnisse
hatten und konnten dann sofort auf die Fiillmenge schlieflen.
Auf der Tontafel finden die Forscher auch die Angaben zu den Regalen, in denen
die Behaltnisse gelagert wurden. Demnach standen immer fiinf Gefaf3e in einer
Reihe nebeneinander und das Regal war 5 pous breit. Aufderdem gab es jeweils 5
Standmulden mit einem Durchmesser von einem halben pous.
Die Archdologen fragen sich, wie ein solches Gefaf? wohl ausgesehen haben mag.

® O |0
Al  Finde unterschiedliche GefafRformen und vergleiche die Volumen mit der obigen

Tabelle. Entscheide auf Grundlage deiner Berechnungen welche Form dem antiken
Gefaf am dhnlichsten ist.

Hinweis:

Die Forscher wissen, dass ein griechischer Fuf} (pous) 296 mm misst und ein
griechischer ,KubikfuR“ (pous3) ungefiahr 26 | entspricht.

Hinweis:

Rechne in der griechischen Einheit pous (Fuf?).
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So alt und doch lésbar!

Bei Ausgrabungen in der Niahe von Delphi (Griechenland) sind Archaologen auf
Uberreste einer antiken Siedlung gestof3en. Dabei haben sie auch Lagerraume frei
gelegt, in denen grofde Tongefafie gestanden haben miissen, dass legen die
Scherbenfunde nahe. Leider konnten nur sehr wenige dieser Scherben geborgen
werden. Allerdings konnten die Forscher eine Tontafel mit Angaben zu
Fillstinden und Fiillmengen der Behiltnisse retten. Auf der Tafel konnten sie die
folgende Tabelle finden:

Fiillstand Fillmenge

%pous 151

1 pous 3,51

2

Zpous 61

1 pous 91
zpous 131

2 pous 181

2

2 pous 251

pous (Fufl) ... altgriechische Langeneinheit 7

Die Archdologen erkennen sofort, dass so eine Tabelle sehr niitzlich war, denn die
Bewohner der Siedlung mussten nur messen welchen Fiillstand die Behéltnisse
hatten und konnten dann sofort auf die Fiillmenge schlieflen.

Auf der Tontafel finden die Forscher auch die Angaben zu den Regalen, in denen
die Behaltnisse gelagert wurden. Demnach standen immer fiinf Gefaf3e in einer
Reihe nebeneinander und das Regal war 5 pous breit. Aufderdem gab es jeweils 5
Standmulden mit einem Durchmesser von einem halben pous.

Die Archdologen fragen sich, wie ein solches Gefaf? wohl ausgesehen haben mag.

Finde unterschiedliche Gefiaf3formen und vergleiche die Volumen mit der obigen
Tabelle. Entscheide auf Grundlage deiner Berechnungen welche Form dem antiken
Gefaf am dhnlichsten ist.

Hinweis:

Die Forscher wissen, dass ein griechischer Fuf3 (pous) 296 mm misst. Es ist aber
vielleicht fiir den Anfang giinstiger in pous (Fufd) zu rechnen.

Hinweis:

Verwende die Volumenformeln von den Kérpern, die du kennst und bestimme die
dazu gehorigen Tabellen fiir Hohe und Volumen. Vielleicht kannst du auch einen
zusammengesetzten Kérper ausprobieren.
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Losungshinweise zu Aufgabe 4: So alt und doch l6sbar!

Aufgabe | Losungshinweis Screenshot (Beispiel)
Al Bei diesem Losungsbeispiel wird mit
griechischen Kubikfufd (pous3) gearbeitet,
natirlich konnen die Berechnungen auch in — :
kyathos(Schopfbecher) oder in Liter erfolgen. =22/7*0.2:
Eine Vermutung fiir die Form des antiken 0.06| 0.196429| 0.291667
Tongefifies ist ein Kreiszylinder. Wenn man 0.13] 0.392857| 0.333333|
allerdings fiir diesen Korper die Tabelle von 0.23! 0.589286 0.375
Fillstand und Fillmenge mit Hilfe einer
0.36/ 0.785714 0.416667
Tabellenkalkulationssoftware aufstellt, -
erkennt man, dass das Gefaf? eine andere Form 0.51 0.982143 0.458333 _
gehabt haben muss.
Al Ein anderes Vorgehen wire die graphische
Auswertung der gegebenen Tabelle um einen
funktionalen Zusammenhang zwischen dem :
Fiillstand und der Fiillmenge herzustellen. 1
& |
So erhalt man vielleicht die Vermutung, dass % 064
das antike Gefaf3 eher einem Kreiskegelstumpf | | £ 1
gedhnelt hat. 2 q 3:
0.04
T T T T T T T T T T
02 06 : 18
fullstand
Al Erstellt man mit Hilfe einer h2]13)
Tabellenkalkulationssoftware eine Tabelle fiir !f l'l ‘ inder Wragiusy M
Fiillstand und Fiillmenge fiir einen = S _;_y L erc radius = -
Kegelstumpf, so kann man zumindest fiir die =22/7*0.2 =1/3%2217
ersten Wertepaare einige Ubereinstimmungen 0.06 0.196428 0.291667 0.057746
ausmachen. Nur der obere Teil des Tongefafies 0.13| 0392857 0333333 0.13459
scheint eine andere Form zu besitzen. - - - - -
0.23| 0.589286 0.375| 0.233259
0.36| 0.785714 0.416667 0.356481
0.51| 0.982143 0.458333 0.506986
Al Eine weitere Idee ware eine Halbkugel auf den

Kegelstumpf zu setzen. Berechnet man das
absolute Volumen dieses Korpers, so erkennt
man, dass es ungefahr mit dem Wert in der
gegebenen Tabelle iibereinstimmt. Damit hat
man eine ziemlich gute Naherung fiir die
Gefafdform gefunden.

Spannend ist, dass das Volumen einen
Kubikfufd umfasst. Tatsdchlich war eine
romische Standard-Amphore (Einheit) gleich
einem romischen Kubikfuf3.

ERE 0.261905

0.26190476190476+0.68749999999998

0949405
0.04940476190474- (2 96)> 24.6222
24 622182095238 492 444
0.05 G
4/99
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Aufgabe 5: Wildes Outback - Leben in Down Under.

Themengebiet

Exponentielles Wachstum

Klassenstufe

10

Kurzbeschreibung

Der australische Kontinent fasziniert durch seine einzigartige und
exotische Fauna und Flora. Doch leben in Down Under nicht nur
einheimische Arten. Die europdischen Einwanderer haben bewusst und
unbewusst viele Arten in der australischen Wildnis angesiedelt. Diese
Arten fanden einen Lebensraum ohne natiirliche Feinde vor und
vermehrten sich ungehemmt. Somit wurden sie zu einem zunehmenden
Problem fiir das heimische Okosystem und in Folge dessen auch zum
Problem fiir die Australier selbst. Die ZDF- Dokumentation , TerraX -
Teuflisches Paradies Australien“vom 26.02.2012 thematisiert diese
Problematik.

Lehrplanbeziige

...charakteristische Eigenschaften fiir Exponentialfunktionen angeben.

...die Werkzeuge eines CAS verstindig nutzen, um solche Funktionen
graphisch, tabellarisch oder durch eine Funktionsgleichung darzustellen
und auf Figenschaften zu untersuchen.

...Exponentielles Wachstum auf Wachstums und Zerfallsprozesse
anwenden, dabei lineares und exponentielles Wachstum unterscheiden
und von anderen Wachstumsprozessen abgrenzen.

Mathematische Leitideen

Zahl

Funktionaler Zusammenhang

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
l6sen verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al.l X X X
Al.2 X X X
A3 X X X X
A4 X X X
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N1 | Wildes Outback - Leben in Down Under.

Es wird ein Ausschnitt aus der ZDF-Dokumentation , 7erraX - Teuflisches
Paradies Australien“vom 26.02.2012 gezeigt. Schaue dir den Beitrag aufmerksam
an.

Mit den Informationen aus dem Dokumentarfilm und den folgenden Fakten aus
dem Internet, kann man ermitteln, wie stark die Kamelpopulation in Australien in
den niachsten Jahren wachsen konnte.

Kamele und Pferde haben sich bei der ErschlieBung des Landes verdient gemacht. Nach ihrer
Freilassung haben sie sich in freier Wildbahn ziigig vermehrt. Mittlerweile ziehen grofRe Herden
wilder Pferde (Brumbies) und Kamele durch die Steppen des Landes. Zwischen 1840 und 1907
wurden rund 20.000 Kamele als Arbeitstiere nach Australien importiert. Ergebnissen einer
Studie der Nationalparkverwaltung zufolge gibt es heute zwischen 600.000 und 750.000
Kamele in Australien. Es wird eine Verdopplung des Bestandes alle acht Jahre vorhergesagt.
Kamele werden wegen der Uberweidung und Verschmutzung von Wasserldchern als schidlich
fiir das sensible australische Okosystem betrachtet.

http://www.australien-panorama.de/fakten/ausfauna_probleme.html 04.04.2012

Al.1l Bestimme auf Grundlage der Schatzwerte die voraussichtliche Anzahl von
Kamelen, die mindestens bzw. hochstens in den Jahren 2036, 2052 und 2060 in
Australien leben werden.

Al.2 Stelle eine Vermutung iiber die Grof3e der voraussichtlichen Kamelpopulation in
Australien fiir die Jahre 2051 und 2069 auf und begriinde diese.

A2  Stelle den Sachverhalt graphisch dar und diskutiere das verwendete
mathematische Modell.

In der Dokumentation wurde auch gesagt, dass nur 24 Kaninchen in Australien
eingefithrt wurden und heutzutage leben Milliarden von Kaninchen auf dem
Kontinent.

A3  Bestimme das Jahr, in dem die 24 Kaninchen in Australien ausgesetzt wurden. Gehe
dabei auf das verwendete mathematische Modell ein und gib an um wie viel
Prozent die Kaninchenpopulation demnach jahrlich gewachsen war.

Hinweis:

Die weitrdumigsten Zerstérungen richtete wahrscheinlich das europaische Kaninchen an. [...]
Thomas Austin brachte 24 Wildkaninchen als Jagdwild nach Australien und setzte sie auf
seinem Grundbesitz in der Nahe von Geelong in Victoria aus. Unter den idealen
Voraussetzungen der australischen Wildnis, in der nur wenige natirliche Feinde des
Kaninchens lebten, vermehrten sich die Tiere unglaublich schnell und wurden bald schon zur
Landplage. Im Jahr 1872 zahlte man noch 1498 Kaninchen. Im Jahr 1912 schatze man die
Anzahl an Kaninchen schon auf knapp 500 Millionen.

http://www.australien-panorama.de/fakten/ausfauna_probleme.html 04.04.2012
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N2 | Wildes Outback - Leben in Down Under.

Es wird ein Ausschnitt aus der ZDF-Dokumentation , 7erraX - Teuflisches
Paradies Australien“vom 26.02.2012 gezeigt. Schaue dir den Beitrag aufmerksam
an.

Mit den Informationen aus dem Dokumentarfilm und den folgenden Fakten aus
dem Internet, kann man ermitteln, wie stark die Kamelpopulation in Australien in
den niachsten Jahren wachsen konnte.

Kamele und Pferde haben sich bei der ErschlieBung des Landes verdient gemacht. Nach ihrer
Freilassung haben sie sich in freier Wildbahn ziigig vermehrt. Mittlerweile ziehen grofRe Herden
wilder Pferde (Brumbies) und Kamele durch die Steppen des Landes. Zwischen 1840 und 1907
wurden rund 20.000 Kamele als Arbeitstiere nach Australien importiert. Ergebnissen einer
Studie der Nationalparkverwaltung zufolge gibt es heute zwischen 600.000 und 750.000
Kamele in Australien. Es wird eine Verdopplung des Bestandes alle acht Jahre vorhergesagt.
Kamele werden wegen der Uberweidung und Verschmutzung von Wasserldchern als schidlich
fiir das sensible australische Okosystem betrachtet.

http://www.australien-panorama.de/fakten/ausfauna_probleme.html 04.04.2012

Al.1l Bestimme auf Grundlage der Schatzwerte die voraussichtliche Anzahl von
Kamelen, die in den Jahren 2036, 2052 und 2060 in Australien leben werden.

Al.2 Stelle eine Vermutung iiber die Grof3e der voraussichtlichen Kamelpopulation in
Australien fiir die Jahre 2051 auf und begriinde diese.

A2 Stelle den Sachverhalt graphisch dar und diskutiere das verwendete
mathematische Modell.

In der Dokumentation wurde auch gesagt, dass nur 24 Kaninchen in Australien
eingefiihrt wurden und heutzutage leben Milliarden von Kaninchen auf dem
Kontinent.

A3  Stelle ein mathematisches Modell auf, das den Sachverhalt beschreibt und gib an
um wie viel Prozent die australische Kaninchenpopulation demnach jahrlich
gewachsen war.

Hinweis:

Die weitrdumigsten Zerstérungen richtete wahrscheinlich das européische Kaninchen an, das
1788 mit der Ersten Flotte nach Australien kam. Die folgenschwere Ubersiedlung dieser Tiere
wird jedoch auf das Jahr 1859 datiert, in dem Thomas Austin 24 Wildkaninchen als Jagdwild
nach Australien brachte und sie auf seinem Grundbesitz in der Ndhe von Geelong in Victoria
aussetzte. Unter den idealen Voraussetzungen der australischen Wildnis, in der nur wenige
natirliche Feinde des Kaninchens lebten, vermehrten sich die Tiere unglaublich schnell und
wurden bald schon zur Landplage. Im frilhen 20. Jahrhundert schatzte man die Gesamtzahl der
Kaninchen auf etwa 500 Millionen.

http://www.australien-panorama.de/fakten/ausfauna_probleme.html 04.04.2012
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Wildes Outback - Leben in Down Under.

Es wird ein Ausschnitt aus der ZDF-Dokumentation , 7erraX - Teuflisches
Paradies Australien“vom 26.02.2012 gezeigt. Schaue dir den Beitrag aufmerksam
an.

Mit den Informationen aus dem Dokumentarfilm und den folgenden Fakten aus
dem Internet, kann man ermitteln, wie stark die Kamelpopulation in Australien in
den niachsten Jahren wachsen konnte.

Kamele und Pferde haben sich bei der ErschlieBung des Landes verdient gemacht. Nach ihrer
Freilassung haben sie sich in freier Wildbahn ziigig vermehrt. Mittlerweile ziehen grofRe Herden
wilder Pferde (Brumbies) und Kamele durch die Steppen des Landes. Zwischen 1840 und 1907
wurden rund 20.000 Kamele als Arbeitstiere nach Australien importiert. Ergebnissen einer
Studie der Nationalparkverwaltung von 2012 zufolge gibt es heute zwischen 600.000 und
750.000 Kamele in Australien. Es wird eine Verdopplung des Bestandes alle acht Jahre
vorhergesagt. Kamele werden wegen der Uberweidung und Verschmutzung von
Wasserldchern als schadlich fiir das sensible australische Okosystem betrachtet.

http://www.australien-panorama.de/fakten/ausfauna_probleme.html 04.04.2012

Bestimme auf Grundlage der Schitzwerte die voraussichtliche Anzahl von
Kamelen, die in den Jahren 2036, 2052 und 2060 in Australien leben werden.

Stelle den Sachverhalt graphisch dar und diskutiere das verwendete
mathematische Modell.

A3

In der Dokumentation wurde auch gesagt, dass nur 24 Kaninchen in Australien
eingefithrt wurden und heutzutage leben Milliarden von Kaninchen auf dem
Kontinent.

Stelle ein mathematisches Modell auf, das den Sachverhalt beschreibt und gib an
um wie viel Prozent die australische Kaninchenpopulation demnach jahrlich

gewachsen war.

Hinweis:

Die weitrdumigsten Zerstérungen richtete wahrscheinlich das europdische Kaninchen an. [...]
Die folgenschwere Ubersiedlung dieser Tiere wird auf das Jahr 1859 datiert, in dem Thomas
Austin 24 Wildkaninchen als Jagdwild nach Australien brachte und sie auf seinem Grundbesitz
in der Nahe von Geelong in Victoria aussetzte. Unter den idealen Voraussetzungen der
australischen Wildnis, in der nur wenige natiirliche Feinde des Kaninchens lebten, vermehrten
sich die Tiere unglaublich schnell und wurden bald schon zur Landplage. Im friihen 20.
Jahrhundert schatzte man die Gesamtzahl der Kaninchen auf etwa 500 Millionen.

http://www.australien-panorama.de/fakten/ausfauna_probleme.html 04.04.2012
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Losungshinweise zu Aufgabe 5: Wildes Outback - Leben in Down Under.

Aufgabe

Losungshinweis

Screenshot (Beispiel)

Al1l

Es liegen zwei Schatzwerte fiir die Population
im Jahre 2012 vor, daher kann man sich fiir
einen entscheiden oder jeweils als Losung ein
Intervall angeben. Es ist weiterhin bekannt,
dass eine Verdopplung alle 8 Jahre erfolgt. Fiir
die ersten Jahreszahlen entsteht da kein
Problem, da die Differenzen Vielfache von 8
sind.

g2{x):=750000- 2

Fernig

g1(24)

4800000

g224)

6000000

¢1(40]

19200000 m

6/8

Al.2

Die Berechnung der Populationsgrofde in den
Jahren 2051 und 2069 beinhalten ein kleines
Problem. Die Differenz zum Jahr 2012 ist kein
Vielfaches von 8. Wenn man zur Berechnung
die Funktion aus Aufgabe A1.1 verwendet,
nimmt man fiir die 8-Jahresrdume ein lineares
Wachstum an. Das ist aber unwahrscheinlich.
Da die Jahre 2051 und 2069 am Ende bzw. am
Anfang einer solchen 8-Jahresperiode liegen,
kann man schlussfolgern, dass die zu
erwartenden Zahlen dariiber bzw. darunter
liegen miissen.

K

g2(x):=750000- 2

o |

g1(29)

1.76065€7

g 239

2.20081€7

g1(57)

8.3751€e7

g257]

1.04689d

1/6

A2

Auf der Grundlage der gegebenen
Informationen liegt es nahe, dass es sich bei
dem Wachstum der Kamel-Population in
Australien um ein exponentielles Wachstum
handelt. Allerdings werden sicherlich
Mafdnahmen unternommen um das Wachstum
einzudammen, daher handelt es sich bei den
berechneten Werten nur um Schatzwerte.
Auflerdem vergrofiert sich iiber die Zeit der
Abstand zwischen dem unteren und dem
oberen Schiatzwert stetig. Dieses Wachstum ist
auch exponentiell. Damit werden Aussagen
ungenauer, je weiter sie in der Zukunft liegen.

k2(xJ=750000- 2

GE+E y %

‘q‘ﬁ.ﬁ-.-‘\mga ung <= m m

, . Bezeichnung
f1lx)=t 2

3 )=f2(x)-f10x]
50

A3

Bei diesem rasanten Wachstum der
Kaninchen-Population muss es sich um
exponentielles Wachstum handeln. In jedem
Fall erkennt man, dass die Population jahrlich
um 37,4% gewachsen war.

N1: Die beiden Zeitpunkte ermdglichen es die
Wachstumsrate p zu bestimmen. Wenn man
dann von 1872 zuriickrechnet, kommt man auf
die Vermutung, dass die Kaninchen 1859
ausgesetzt wurden.

& 11 [12]13 8

*CAS-Aufga..ung <=

] \
nSolvel1498- p%0=500000000p) 137432 ]
I; i
nSolvel24- (1.374315532054) =1498 4/
13.0013
1872-13 1850
nSolvel 24 p°>=500000000,p, 1.37433
| 1
&
4/99
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Aufgabe 6: Zur Sicherheit: Trigonometrische Funktionen.

Themengebiet

Trigonometrische Funktionen

Klassenstufe

10

Kurzbeschreibung

Die Deutsche Bahn ist bestrebt ihre Fahrkarten fdlschungssicher zu
gestalten und verwendet daher unterschiedliche Techniken um dies zu
erreichen. Auf der Riickseite der Fahrkarten ist ein Wellenmuster zu
erkennen, dass aus zwei Funktionsgraphen besteht. Da es sich
augenscheinlich um periodische Funktionen handelt, liegt es nahe das
Wellenmuster mit trigonometrischen Funktionen zu beschreiben. Doch
wie lauten die entsprechenden Funktionsgleichungen?

Die dazu gehdrigen Uberlegungen fiihren in letzter Konsequenz zu
fundamentalen Zusammenhdngen der Mathematik, und zwar zu den
Fourier-Reihen. Die Idee, dass man jede Funktion durch eine unendliche
Linearkombination der trigonometrischen Funktionen beschreiben kann,
nimmt in dieser Aufgabe ihren Anfang. Allerdings muss man diesen
Gedanken mit den Schiilern nicht bis zu Ende denken.

Lehrplanbeziige

...charakteristische Eigenschaften fiir die Sinus- und die Kosinusfinktion
angeben.

...den Einfluss der Parameter (a, b, ¢, d) auf Eigenschaften der
Sinusfunktion f(x)=a-sin(b-x)+c sowie f(x)=sin(x -d) beschreiben.

...die Werkzeuge eines CAS verstindig nutzen, um solche Funktionen
graphisch, tabellarisch oder durch eine Funktionsgleichung darzustellen
und auf Figenschaften zu untersuchen.

...trigonometrische Berechnungen auch mit CAS durchfiihren.

Mathematische Leitideen

Zahl

Funktionaler Zusammenhang

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
l6sen verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al.l X X X
Al1.2 X X X
A2.1 X X X
A2.2 X X
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ionen.

trische Funkt

: Trigonome

t

i

N1 | Zur Sicherhe

Die Deutsche Bahn ist sehr bemiiht ihre Fahrkarten falschungssicher zu

gestallten. Daher druckt Sie unter anderem auf die Riickseite der Tickets ein

Wellenmuster (siehe Abbildung).

©

MIX ® MIX
Papier Papier -

VA

)

DH 6103 (11/11)

FS

FSC FsC®*C10332

FSC FSC®C103329

DH 61¢

DH 6103 (11/11)

162876 001 02664 »

._._“.m m—u:m: die jeweiligen nationalen und internationalen L]
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Bahn AG sowie innerhalb von Verkehrsverbinde!

deren ingen.

Bei _slmmw_ zu den Fahrgastrechten wenden Sie sich bitte
an Thren Zugbegleiter oder an eine Verkaufsstelle.

Anderun,
machen
Vielen Dank, dass Sie sich fir die Bahn entschieden
haben! Wir wiinschen Ihnen eine angenehme Reise.

DB Fernverkehr AG

rasse 1, 60326 F
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Tarit- und Beforderungsbestimmungen der Deutschen
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Bitte beachten Sie! Bei Ihrer Fahrkarte handelt es sich um Thermo-
—__ jex. Schiltzen Sie das Papier vor Sonneneinstrahlung, Feuich-
'Wairme und anderen schadigenden Stoffen wie Fetten oder
, wie sie B, in /-hilllen enthalten sind.
And mm_._n_mnu. agungen oder Manipulati
machen die Fahrkarte ungtiltig.
Vielen Dank, dass Sie sich fir die Bahn entschieden
haben! Wir winschen Ihnen eine angenehme Reise.
DB Fernverkehr AG DB xm&ﬁm
Stephensonstrasse 1, 60326 Frankfurt am Main
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Bei Fragen zu den Fahrgastrechten wenden Sie sich bitte
an Ihren Zugbegleiter oder an eine \

Bitte beachten Siel Bei Ihrer Fahrkarte handelt es sich um Thermo-
Schiltzen Sie das Papier ver Sonneneinstrahlung, Feuch-
eit, Warme und anderen schadigenden Stoffen wie Fetten oder
hilflen enthalten sind.
mm_._ der Eintragungen ader Manipulationen
:.En_._m$ e Fahrkarte _.__..m ltig.
Vielen Dank, dass Sie sich fur die Bahn entschieden
haben! Wir Thnen eine hme Reise.
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Al.1 Bestimme die Funktionsgleichungen zweier periodischer Funktionen, deren

Graphen das Wellenmuster beschreiben.

Al1.2 Gib zwei Moglichkeiten an, die Graphen der periodischen Funktionen noch

komplizierter zu gestalten.

~cos(vV2 - - x).

1
2

Gegeben ist die Funktion f(x)

A2.1 Erzeuge eine Wertetabelle mit 100 Eintragen, in der sich kein Funktionswert

wiederholt.

A2.2 Beschreibe ein allgemeines Verfahren fiir das Erzeugen einer solchen Wertetabelle

einer periodischen Funktion.
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ionen.

trische Funkt

: Trigonome
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N2 | Zur Sicherhe

Die Deutsche Bahn ist sehr bemiiht ihre Fahrkarten falschungssicher zu

gestallten. Daher druckt Sie unter anderem auf die Riickseite der Tickets ein

Wellenmuster (siehe Abbildung).
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Bei _slmmw_ zu den Fahrgastrechten wenden Sie sich bitte
an Thren Zugbegleiter oder an eine Verkaufsstelle.

Anderun,
machen
Vielen Dank, dass Sie sich fir die Bahn entschieden
haben! Wir wiinschen Ihnen eine angenehme Reise.

DB Fernverkehr AG
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Bitte beachten Sie! Bei Ihrer Fahrkarte handelt es sich um Thermo-
—__ jex. Schiltzen Sie das Papier vor Sonneneinstrahlung, Feuich-
'Wairme und anderen schadigenden Stoffen wie Fetten oder
, wie sie B, in /-hilllen enthalten sind.
And mm_._n_mnu. agungen oder Manipulati
machen die Fahrkarte ungtiltig.
Vielen Dank, dass Sie sich fir die Bahn entschieden
haben! Wir winschen Ihnen eine angenehme Reise.
DB Fernverkehr AG DB xm&ﬁm
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Bitte beachten Siel Bei Ihrer Fahrkarte handelt es sich um Thermo-
Schiltzen Sie das Papier ver Sonneneinstrahlung, Feuch-
eit, Warme und anderen schadigenden Stoffen wie Fetten oder
hilflen enthalten sind.
mm_._ der Eintragungen ader Manipulationen
:.En_._m$ e Fahrkarte _.__..m ltig.
Vielen Dank, dass Sie sich fur die Bahn entschieden
haben! Wir Thnen eine hme Reise.
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Al.1l Bestimme die Funktionsgleichungen einer periodischen Funktion, deren Graphen

einen Teil des Wellenmusters beschreibt.

Al.2 Gib eine Mdglichkeit an, die Graphen der periodischen Funktionen noch

ausgefallener zu gestalten.

-cos(3m - x).

1
2

Gegeben ist die Funktion f(x)

A2.1 Erzeuge eine Wertetabelle mit 50 Eintragen, in der sich kein Funktionswert

wiederholt.

A2.2 Beschreibe ein allgemeines Verfahren fiir das Erzeugen einer solchen Wertetabelle

einer periodischen Funktion.
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N3 | Zur Sicherhe

Die Deutsche Bahn ist sehr bemiiht ihre Fahrkarten falschungssicher zu

gestallten. Daher druckt Sie unter anderem auf die Riickseite der Tickets ein

Wellenmuster (siehe Abbildung).
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Al.1 Bestimme die Funktionsgleichung einer periodischen Funktion, deren Graph einen

Teil des Wellenmusters beschreibt.

Al.2 Gib eine Mdglichkeit an, die Graphen der periodischen Funktionen noch

komplizierter zu gestalten.

(m-x).

1
—COosS
2

Gegeben ist die Funktion f(x)

A2.1 Erzeuge eine Wertetabelle mit 20 Eintragen, in der sich kein Funktionswert

wiederholt.
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Losungshinweise zu Aufgabe 6: Zur Sicherheit: Trigonometrische Funktionen.

Aufgabe

Losungshinweis

Screenshot (Beispiel)

Al1l

Es geht bei der Aufgabe nicht darum, das
Muster ganz exakt zu rekonstruieren. Wenn
man erkennt, dass sich das Muster jeweils
durch eine Welle in der Welle auszeichnet, ist
der Anfang gemacht. Jetzt kann man ein
bisschen mit den Parametern der
trigonometrischen Funktionen spielen und
sich die Graphen immer wieder plotten lassen.
Entscheidend ist die Idee, eine
Linearkombination zu erstellen.

il

*CAS-Aufga..ung ==

I f1lx)=1 5 sin{0 8 x)+cosl0.3 x)

g0l f2lx)=05

Al.2

Es gibt viele Moglichkeiten die Graphen der
Funktionen komplizierter zu gestalten. So
kann man z.B. abschnittsweise definierte

Funktionen erginzen. Oder man erzeugt
1

1-x2

Polstellen, in dem man Summanden wie
oder tan(x) addiert.

TV

£1(x)=6" sinlx)+cos| 0.5 x)+tanl0.2 x|
16.02 T r [

A21

Es ist klar, dass man eine solche Tabelle am
besten mit einer Tabellenkalkulationssoftware
erstellen kann. Dennoch braucht man eine
Idee, damit sich kein Wert in der Tabelle
wiederholt. Bestimmt man die Periodenldange
der gegeben Funktion, so kann man mit
Sicherheit sagen, dass sich in der ersten Halfte
einer solchen Periode kein Funktionswert
gleicht. Demnach kann man ein solches
Intervall (Y2 der Periodenldnge) in 100, 50
bzw. 20 Abschnitte teilen.

8 —seqc T OP00K0.30) =0.5%cos(/ @)

0 0.5
0.499753
0.495013
0.497781
0.496057

N a0 a™

[«]»

[ 2)1200

J (2100
&3+ 21200
8 / )50

A2.2

Es soll allgemein beschrieben werden, welche
Uberlegungen der Aufgabe A2.1 zugrunde
liegen. Die Kern-Idee ist, bei einer gegebenen
periodischen Funktion, die Periodenldnge zu
bestimmen. Es steht fest, dass sich innerhalb
einer halben Periode kein Funktionswert
doppelt. Unterteilt man nun ein Intervall der
Lange einer halben Periode in beliebig viele
Abschnitte, so werden sich die dazugehdrigen
Funktionswerte nicht wiederholen. Auf diese
Weise kann man zu jeder periodischen
Funktion eine Tabelle mit beliebig vielen
Eintrdgen ohne Wiederholung erzeugen.
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Aufgabe 7: Die Wiirfel sind gefallen, Davy Jones.

Themengebiet

Binomialverteilung

Klassenstufe

10

Kurzbeschreibung

In dem Film Fluch der Karibik 2 gibt es eine bekannte Filmszene. Der
Hauptakteur Will Turner spielt mit seinem Vater und seinem
Kontrahenten Davy Jones Wiirfelpoker. Bei diesem Spiel muss man
Pasche von Augenzahlen ansagen, wobei alle Wiirfel im Spiel zihlen.
Sehen kann jeder Spieler aber nur die ejgenen fiinf Wiirfel, die anderen
Wiirfel bleiben fiir ihn verdeckt. Dieses Spiel wird auch in grofSen Casinos
gespielt und es fallt aut dass sich Davy Jones wie ein Profispieler in
einem solchen Casino verhdlt. Spannend ist die mathematische
Begriindung fiir seine Spielstrategie.

Ein ganz dhnliches Spiel ist das Gesellschaftsspiel Bluff. Bei diesem Spiel
werden nach jeder Runde Wiirfel entfernt. Damit dndern sich stindig die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. Interessant ist es wie sich die
dazugehdrigen Histogramme entwickeln.

Der Link zum Filmausschnitt lautet:

http.//www.youtube.com/watch?v=evY3fdONctw

Lehrplanbeziige

...Bernoulli-Experimente als mehrstufige Zufallsexperimente beschreiben
und Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der Bernoulli-Formel unter Nutzung
das CAS berechnen.

...Die bei Zufallsexperimenten gewonnen Daten, auch unter Nutzung von
Computersoftware, in Tabellen und Diagrammen darstellen und
auswerten.

...Ideen und Ergebnisse zur Beschreibung, Simulation und Berechnung
von Zufallsexperimenten adressatengerecht formulieren und bewerten.

Mathematische Leitideen

Daten und Zufall

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al1l X X X X
A2.1 X X
A2.2 X X
A3 X
Ww4.1 X X X
W4.2 X X X
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N1 | Die Wiirfel sind gefallen, Davy Jones.

Gezeigt wird ein Ausschnitt aus dem Kinofilm , Fluch der Karibik 2. Schaue dir die Szene
aufmerksam an.

In dem Film tritt Will Turner gegen seinen Vater und Davy Jones in einem Wiirfelspiel an.
Dabei wiirfelt jeder der drei Spieler mit 5 Wiirfeln, deren Augen er sich verdeckt
anschauen darf. Reihum miissen nun héhere Pasche angesagt werden, wobei alle Wiirfel
zdhlen. Wenn ein Spieler der Meinung ist, dass der Vorgénger gelogen hat, kann er
aufdecken lassen.

In diesem speziellen Fall haben sich die beiden Kontrahenten die Fiinfen zum Bieten ® 16 | ©
herausgesucht. Davy Jones hat gesehen, dass er 4 Fiinfen hat und er sagt 7 Fiinfen an.

Al Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass er mit seiner Aussage richtig liegt. Schitze ein, was
Davy Jones fiir ein Spielertyp ist.

Wenn man davon ausgeht, dass dieses Spiel von drei Spielern gespielt wird, dann besitzt
jeder Spieler 5 Wiirfel, die er sich anschauen darf. Von Interesse fiir eine Spielstrategie
sind demnach die Wahrscheinlichkeiten der moglichen Augenzahlen auf den verdeckten
Wiirfeln.

A2.1 Bestimme die Wahrscheinlichkeiten bei diesem Spiel genau eine weitere Fiinf, genau zwei
weitere Fiinfen, genau drei weitere Fiinfen, und so weiter unter den verdeckten Wiirfeln zu
finden.

Bei diesem Spiel verliert man nicht, wenn man einen Pasch ansagt, der unter dem
tatsachlichen Ergebnis liegt.

A2.2 Bestimme daher ebenfalls die Wahrscheinlichkeiten dafiir mindestens eine weitere Fiinf,
mindestens zwei weitere Fiinfen, mindestens drei weitere Fiinfen, und so weiter unter den
verdeckten Wiirfeln zu finden.

A3 Versuche auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeiten aus Aufgabe A2 Empfehlungen fiir
eine Spielstrategie bei diesem Spiel auszusprechen. Gehe dabei auch auf den Spielzug von
Davy Jones aus Aufgabe A1 ein.

Wahlaufgabe (Zusatz):

W4.1 Simuliere die obige Spielsituation 30mal (10 Wiirfel werden geworfen). Vergleiche die
relative Haufigkeit des Ereignisses alle Wiirfel zejgen mindestens 3 Fiinfen mit der
Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis. Gib Griinde fiir mégliche Unterschiede der beiden
GrofRen an und gehe dabei auf den Zusammenhang zwischen diesen beiden Gréfien ein.

Ein beliebtes Gesellschaftsspiel ist , B/uff". Dieses Spiel ist dem obigen sehr dhnlich, nur
dass die 6 als Joker fungiert und jeder anderen Augenzahl zugordnet werden kann. Dieses
Spiel geht iiber mehrere Runden, wobei der Verlierer einer Runde immer einen Teil seiner
Wiirfel abgeben muss.

W4.2  Stelle die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir 6 Personen mit jeweils 5 Wiirfeln (das ist die
maximale Spieleranzahl) auf. Uberlege dir, wie sich die Verteilung Andert, wenn immer
mehr Wiirfel aus dem Spiel genommen werden. Stelle diesen Zusammenhang graphisch dar.
Gib Strategieempfehlungen in Anlehnung an A3 an.
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N2 | Die Wiirfel sind gefallen, Davy Jones.

Gezeigt wird ein Ausschnitt aus dem Kinofilm , Fluch der Karibik 2. Schaue dir die Szene
aufmerksam an.

In dem Film tritt Will Turner gegen seinen Vater und Davy Jones in einem Wiirfelspiel an.
Dabei wiirfelt jeder der drei Spieler mit 5 Wiirfeln, deren Augen er sich verdeckt
anschauen darf. Reihum miissen nun héhere Pasche angesagt werden, wobei alle Wiirfel
zdhlen. Wenn ein Spieler der Meinung ist, dass der Vorgénger gelogen hat, kann er
aufdecken lassen.

In diesem speziellen Fall haben sich die beiden Kontrahenten die Fiinfen zum Bieten ® 16 | ©
herausgesucht. Davy Jones hat gesehen, dass er 4 Fiinfen hat und er sagt 7 Fiinfen an.

Al Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass er mit seiner Aussage richtig liegt. Schitze ein, was
Davy Jones fiir ein Spielertyp ist.

Wenn man davon ausgeht, dass dieses Spiel von drei Spielern gespielt wird, dann besitzt
jeder Spieler 5 Wiirfel, die er sich anschauen darf. Von Interesse fiir eine Spielstrategie
sind demnach die Wahrscheinlichkeiten der moglichen Augenzahlen auf den verdeckten
Wiirfeln.

A2 Bestimme die Wahrscheinlichkeiten bei diesem Spiel genau eine weitere Fiinf, genau zwei
weitere Fiinfen, genau drei weitere Fiinfen, und so weiter unter den verdeckten Wiirfeln zu
finden.

A3 Versuche auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeiten aus Aufgabe A2 Empfehlungen fiir
eine Spielstrategie bei diesem Spiel auszusprechen. Gehe dabei auch auf den Spielzug von
Davy Jones aus Aufgabe A1 ein.

Wahlaufgabe (Zusatz):

W4.1 Simuliere die obige Spielsituation 30mal (10 Wiirfel werden geworfen). Vergleiche die
relative Haufigkeit des Ereignisses alle Wiirfel zeigen mindestens 3 Fiinfen mit der
Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis. Gib Griinde fiir mégliche Unterschiede der beiden
GrofRen an und gehe dabei auf den Zusammenhang zwischen diesen beiden Gréfien ein.

Ein beliebtes Gesellschaftsspiel ist , B/uff". Dieses Spiel ist dem obigen sehr dhnlich, nur
dass die 6 als Joker fungiert und jeder anderen Augenzahl zugordnet werden kann. Dieses
Spiel geht iiber mehrere Runden, wobei der Verlierer einer Runde immer einen Teil seiner
Wiirfel abgeben muss.

W4.2  Stelle die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir 6 Personen mit jeweils 5 Wiirfeln (das ist die
maximale Spieleranzahl) auf. Uberlege dir, wie sich die Verteilung #ndert, wenn immer
mehr Wiirfel aus dem Spiel genommen werden. Stelle diesen Zusammenhang graphisch dar.
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N3 | Die Wiirfel sind gefallen, Davy Jones.

Gezeigt wird ein Ausschnitt aus dem Kinofilm , Fluch der Karibik 2. Schaue dir die Szene
aufmerksam an.

In dem Film tritt Will Turner gegen seinen Vater und Davy Jones in einem Wiirfelspiel an.
Dabei wiirfelt jeder der drei Spieler mit 5 Wiirfeln, deren Augen er sich verdeckt
anschauen darf. Reihum miissen nun héhere Pasche angesagt werden, wobei alle Wiirfel
zdhlen. Wenn ein Spieler der Meinung ist, dass der Vorgénger gelogen hat, kann er
aufdecken lassen.

In diesem speziellen Fall haben sich die beiden Kontrahenten die Fiinfen zum Bieten ® 16 | O
herausgesucht. Davy Jones hat gesehen, dass er 4 Fiinfen hat und er sagt 7 Fiinfen an.

Al Bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass er mit seiner Aussage richtig liegt. Schitze ein, was
Davy Jones fiir ein Spielertyp ist.

Wenn man davon ausgeht, dass dieses Spiel von drei Spielern gespielt wird, dann besitzt
jeder Spieler 5 Wiirfel, die er sich anschauen darf. Von Interesse fiir eine Spielstrategie
sind demnach die Wahrscheinlichkeiten der moglichen Augenzahlen auf den verdeckten
Wiirfeln.

A2 Bestimme die Wahrscheinlichkeiten bei diesem Spiel genau eine weitere Fiinf, genau zwei
weitere Fiinfen, genau drei weitere Fiinfen, und so weiter unter den verdeckten Wiirfeln zu
finden.

A3 Versuche auf der Grundlage der Wahrscheinlichkeiten aus Aufgabe A2 Empfehlungen fiir
eine Spielstrategie bei diesem Spiel auszusprechen. Gehe dabei auch auf den Spielzug von
Davy Jones aus Aufgabe A1 ein.

Wahlaufgabe (Zusatz):

W4.1 Simuliere die obige Spielsituation 20mal (10 Wiirfel werden geworfen). Vergleiche die
relative Haufigkeit des Ereignisses alle Wiirfel zeigen genau 3 Fiinfen mit der
Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis. Gib Griinde fiir mégliche Unterschiede der beiden
GroéfRen an und gehe dabei auf den Zusammenhang zwischen diesen beiden Gréfien ein.

Ein beliebtes Gesellschaftsspiel ist , B/uff". Dieses Spiel ist dem obigen sehr dhnlich, nur
dass die 6 als Joker fungiert und jeder anderen Augenzahl zugordnet werden kann. Dieses
Spiel geht iiber mehrere Runden, wobei der Verlierer einer Runde immer einen Teil seiner
Wiirfel abgeben muss.

W4.2  Stelle die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir 6 Personen mit jeweils 5 Wiirfeln (das ist die
maximale Spieleranzahl) auf. Uberlege dir, wie sich die Verteilung #ndert, wenn immer
mehr Wiirfel aus dem Spiel genommen werden. Stelle diesen Zusammenhang graphisch dar.
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Losungshinweise zu Aufgabe 7: Die Wiirfel sind gefallen - Davy Jones.

Aufgabe | Losungshinweis Screenshot (Beispiel)

Al Die Wahrscheinlichkeiten bei diesem
Wiirfelspiel sind binomial verteilt. Die N 0 155045 &
Wahrscheinlichkeit, dass Davy Jones richtig binomPdf| 10,—,3| BRSNS
liegt, hdngt von der Interpretation der L 6 )

Spielregeln ab. Man kann unterscheiden, ob es 1 | 0 224773

genau drei Fiinfen sein miissen, oder ob es binOHiCdf! 10,—.3, 10‘

mehr sein konnen. Ist es erlaubt einen L ® J

niedrigeren Pasch anzusagen, dann hat er eine |

Wahrscheinlichkeit von 22% richtig zu liegen.

Demnach konnte man annehmen, dass er ein

sehr risikofreudiger Spieler ist. 5
2/99

A2.1 & | Mit Hilfe einer Tabellenkalkulationssoftware

*CAS-Aufga..ung ==

A2.2 lfann man .sich sch.nell alle 11 Falle . 'treffer T s
iibersichtlich anzeigen lassen und die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten =seq(x,x,0 =binompdf
betrachten. 0 0.161 506| 1,|
2 1/ 0.323011| 0.838494 |
E 2| 0.29071| 0.515483
3/ 0.155045 0.224773
Al N ACADEESE N NEQTO0 ™
1
1 | =binomed 10,;,0], 10, mT

A3 Es fallt auf, dass es sehr unwahrscheinlich ist, 3 KD _ } *CAS-Aufga.ung <
dass es mehr als 3 Fiinfen in diesem Spiel . 5]
geben kann (p<7%) 3 Fiinfen ist also das
hochste, was man als Spieler in dieser
Situation ansagen kann. Der Vorteil dieser 1 0 0.161506 1.
aggressiven Spielweise ist, dass man seinen 1| 0.327011/ 0.838494
Gegner stark unter Druck setzt. Wiirde man
2| 0.29071 0.515483

. =seq(x,x,0 =binompdf

einen niedrigeren Pasch ansagen, so bleibt

dem Gegner immer noch eine recht & 3| 0.155045 0.224773
aussichtsreiche Gewinnchance, wenn er 4 0.054266 0.069728 7
erhoht. Wenn man dem Gegner diese Chance = A SR ARAEAES =
nicht geben will, kann man gleich hoch D3D5 | | B | 3

anspielen. Davy Jones spielt also kein
Hasardspiel, sondern er will seinen Gegner
unter Druck setzten.
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Ww4.1 Simuliert man die Wiirfe mit einer geeigneten 111213 .
Software, kann man die absolute Haufigkeit — ‘ A
des Ereignisses 3 (oder mehr) Fiinfen ranidBin 10‘l’30
bestimmen. AnschliefRend kann man die . 6
relative Haufigkeit berechnen und mit der {1,1,3,2,2,3,1,1,1,3,0,0,1,2,1,0,0,2,2,1,3,0,0*
Wabhrscheinlichkeit fiir das entsprechende 4 0133333
Ereignis vergleichen. Im Allgemeinen sind die .
beiden Grofien von einander verschieden. Es 30
ist aber klar, dass mit steigender Anzahl an , 1 ‘ 0.224773
Versuchen, sich die relative Haufigkeit an die bmomCde 10'2’ > 10|
Wabhrscheinlichkeit immer weiter annahern - - i
wird. 3/99
W4.2 Genau wie in Aufgabe A2 kann eine Tabelle als *CAS-Aufga.ung — Ll < |

Ausgangslage fiir seine Uberlegungen
erstellen. Die resultierenden
Wahrscheinlichkeiten kann man als
Histogramm plotten. Fiigt man noch zwei
verdnderliche Parameter ein

(p -Wahrscheinlichkeit, n - Anzahl), dann ist
das Histogramm interaktiv und man kann die
rapide Verschiebung der Wahrscheinlichkeiten
bei Entnahme von Wiirfeln aus dem Spiel
beobachten.

Diese kleine Datei kann man beim nachsten
Spiele-Abend gut verwenden, wenn man bei
dem Spiel Bluff die Wahrscheinlichkeiten fiir
die Pasche bestimmen will. Da das Spiel iiber
mehrere Runden geht, ist es sinnvoll, die
Wahrscheinlichkeiten beim Bieten zu
beachten. Mit der Zeit wird man sich einen
Vorteil erspielen. Bei Belieben kann man dies
mit der Strategie von Davy Jones aus Aufgabe
A3 kombinieren um die Mitspieler richtig ins
Schwitzen zu bringen.

§j11=3&

v‘p=,.\3}

T LN LA B N
0 4 B8 12 16 20 24 28 32
pasche

LI S B A B A S B
0 4 B8 12 16 20 24 28 32
pasche
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Aufgabe 8: Lotto fiir Fortgeschrittene.

Themengebiet

Stochastik

Klassenstufe

10

Kurzbeschreibung

Lotto ist ein beliebtes Tipp-Spiel, obwohl es vielen Mitspielern bewusst
ist, dass die Gewinnchancen bei diesem Spiel gering sind. Die
Wahrscheinlichkeit z.B. fiir einen Sechser im Lotto kann man schnell
berechnen. Sie liegt bei ungefdhr 1 : 14 000000. Diese Wahrscheinlichkeit
ist so gering, dass man denken kénnte, das Ereignis tritt niemals ein.
Verbliiffender Weise gibt es jedes Jahr eine Reihe von Lotto-Milliondren.
Lohnt es sich also doch Lotto zu spielen?

Lehrplanbeziige

und kritisch werten.

beurteilen.

auswerten.

...Ergebnisse stochastischer Berechnungen auf Plausibilitit iiberpriifen

...Chancen und Risiken von zuféilligen Ereignissen in Sachkontexten

...Die bei Zufallsexperimenten gewonnen Daten, auch unter Nutzung von
Computersoftware, in Tabellen und Diagrammen darstellen und

...Ideen und Ergebnisse zur Beschreibung, Simulation und Berechnung
von Zufallsexperimenten adressatengerecht formulieren und bewerten.

Mathematische Leitideen

Daten und Zufall

Vorschlag zur Zuordnung der Mathematischen Kompetenzen

Aufgabe | Mathematisch | Probleme Mathematisch | Mathematische | Mit symbolischen | Mathematisch
argumentieren | mathematisch | modellieren Darstellungen | und technischen Kommunizieren
l6sen verwenden Elementen der
Mathematik
umgehen
Al X
A2 X X
A3 X X X
A4 X X
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Lotto fiir Fortgeschrittene.

Zweimal in der Woche werden die Lottozahlen gezogen. Jeder Mitspieler kann
seinen Tipp auf solch einem Lottoschein abgeben.

Gliicksspiel kann siichtig machen! ;.‘ LOTTO 62us 49 Normalspiel Komfortschein.

E’!izzz'asv123455?1234557_
_8' &8[9 10111213 14 [8] 9/[10/11]1213]14] [8][9[10/11/12]113 14| [FEYEETHIRNRTIE |
1) |[15]|16/|17(18| 19|{20|21 15((161(17]/118||19](20||21 15/116//17/118//119|(20/(21
g 22(|123(|124!|25| 26(|27|(28] |22|/23|/24| /25|26 |27 28| [22/(23/[24/(25|(26][27/[28 I
§ (29](30][31/(32/33](34] (35| [29][30][31][32|(33](34]35] [29](30][31](32/[33][34][35
36[37][38/[39/[a0][a1](a2] [36](37][38|[39][20](a1][a2] [36][37][38][39](40][41][42 ]
43/|44/|45|46!/47|48||49] |43||44) 45 46|/47 |48/ 49| |43 |44 |45 46//47||48|49 I

1/(2|3]|4|5(6/[7] |[1]2113/l4]|5]/6]7] [12]|2]|/4]|5]|/6]7
8/19]|101{11112|(13|14] |8/ 9|[10{{11]{12/[13||14| [8]|9]|10/[11][12/|13]|14
15//16/|17/{18//19]|20/|121] |15([16]{17/(18((19,/20/|121| |15/{16,(17|[18{(19||20/]21
221123 24 |25 26//27||28| [22||23/|24 |25|(26!|27||28| [22]123/|24)25/|26/|127 |28
31/(32{/33|/34){35] |29(|30/|31/|32(|33/|34|(35| |29/]30|31)/32|/33|34/135

£2LOTTO 65549

38|39 40/(41//42] 36|/37,/38/|39||40. 41/42| |36 37 |38//39|/40||41|42
43144 |45 |46/ 47| 48|49 |43 44//45 46|47 48/|49| 43 |44 |45) 46| 47|48| 49
Samstag 359
Laufzeit und 3 In thueringenlotto,de
Wochen Abo Mittwoch Samstag Mittwoch splelen-mit m:l-'m'h-"urdt'
] 0.de
1 2 3 4 8 A B
Gliicks5pirale
Spiel 77 =2 SUPER 6 "p‘ Splel 77 ‘ Samstag
| [ .
1167156 A
Superzahl JA Nein JA Nein| (SN Nein  GilcksSpirale Thuringen
L 14000 =

Fiille den Tippschein aus und simuliere die Ziehung der Lottozahlen.
Bestimme die Wahrscheinlichkeiten fiir sechs, fiinf, vier, usw. Richtige im Lotto.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens ein ,Sechser” von den
Teilnehmern einer Lottoziehung getippt wird.

Hinweis: Ein Anhaltspunkt fiir die Anzahl an Lotto-Spielern findet sich im

nachstehenden Internetartikel.

Vergleich deine berechnete Wahrscheinlichkeit mit den Daten aus dem
nachstehenden Internetartikel. Diskutiere die Wahrscheinlichkeiten aus Sicht der
Lotto-Gesellschaft.

Umfragen und Statistiken zu Lotto und Lotterie

Fast 10 Millionen Bundesbiirger spielen laut einer Umfrage des IfD Allensbach zur Haufigkeit
des Spielens von Lotto regelmaRig dieses Gliicksspiel. Am beliebtesten ist die Variante Lotto
"6 aus 49". 2009 wurden laut einer Statistik zur Anzahl der Lotto-Sechser und Lotto-Millionare
383-mal ein Lotto-Sechser getippt, 111 Spieler wurden so zu Lottomillionaren. Ein Viertel der
Deutschen nimmt mindestens einmal im Monat an diesem Lottospiel teil.

http://de.statista.com/themen/130/lotto/ 7
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Lotto fiir Fortgeschrittene.

Zweimal in der Woche werden die Lottozahlen gezogen. Jeder Mitspieler kann
seinen Tipp auf solch einem Lottoschein abgeben.

Gliicksspiel kann siichtig machen! ’.' LOTTO 62us 49 Normalspiel Komfortschein.

Ll[1]123(a]s][e][7] [1]2][3[a][s][s][7] [1]]2]3][a][s][6][7]| I IR MUKt
(8 lle]10/11]12]13]1a] [8][9]f0][11][12[[13114] [8][8][10/[11][12/[13/[1a]| EANRII YNz T4 |
1) |[15]|16/|17(18| 19|{20|21 15((161(17]/118||19](20||21 15/116//17/118//119|(20/(21
E 22(|123(|124!|25| 26||27!(28| (22(|23| 24| 25|26 |27 28| [22/(23/[24/(25|(26][27/[28 I
§ (29](30][31/(32/33](34] (35| [29][30][31][32|(33](34]35] [29](30][31](32/[33][34][35
36[37][38/[39/[a0][a1](a2] [36](37][38|[39][20](a1][a2] [36][37][38][39](40][41][42 ]
43/|44/|45|46!/47|48||49] |43||44) 45 46|/47 |48/ 49| |43 |44 |45 46//47||48|49 I

1/(2|3]|4/5(6]|7 1/2|3]//4]/5]/6]|7 1/(2|3[ 4]5|[6]|7
8 [[9][10l[11][12][13|[14] |8] 9l10/[11][12][13][14| |89 |[10]111][12][13]|14
15 /16/(17/|18/!19/ 20(|121| [15/(16//17|(18|/19 20|21 15/(16/(17 18{(19|20/ |21
22/|123)24 |25/ 26)|27||28| |22]|23]|24/125|(26/|27| /28| |22)|23|24)|25|/26)|27||28
31/(32{/33|/34){35] |29(|30/|31/|32(|33/|34|(35| |29/]30|31)/32|/33|34/135

£2LOTTO 65549

38/(39 40)41/|42) (36||37/38//39(/40/|41||42| |36/ |37 |38|39//40/|41)/42
43144 |45 |46/ 47| 48/|49 (43|44 |45||46||47 48|49 |43 44 (45 46|47 4849
Samstag 8 g:
Laufzeit un 3 In ter thueringenlotto,de
Wochen Abo Mittwoch Samstag Mittwoch splelen-mit m:l-'m'h-"urdu
r o.de
1 2 3 4 8 A B
Gliicks5pirale 1 —— =
Spiel 77 o SUPFRG "D‘ Splel 77 ‘ Samstag
Super 6 2 3
1167156 | S
Superzahl | JA Nein JA Nein I JA Nein Thuringen
" 14000 m

Fiille den Tippschein aus und simuliere die Ziehung der Lottozahlen.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,Sechser im Lotto“.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens ein ,Sechser” von den
Teilnehmern einer Lottoziehung getippt wird.

Hinweis: Ein Anhaltspunkt fiir die Anzahl an Lotto-Spielern findet sich im

nachstehenden Internetartikel.

Vergleich deine berechnete Wahrscheinlichkeit mit den Daten aus dem
nachstehenden Internetartikel. Nehme Stellung zu den Wahrscheinlichkeiten.

Umfragen und Statistiken zu Lotto und Lotterie

Fast 10 Millionen Bundesbirger spielen laut einer Umfrage des IfD Allensbach zur Haufigkeit
des Spielens von Lotto regelmaRig dieses Gliicksspiel. Am beliebtesten ist die Variante Lotto
"6 aus 49". 2009 wurden laut einer Statistik zur Anzahl der Lotto-Sechser und Lotto-Millionare
383-mal ein Lotto-Sechser getippt, 111 Spieler wurden so zu Lottomillionaren. Ein Viertel der
Deutschen nimmt mindestens einmal im Monat an diesem Lottospiel teil.

http://de.statista.com/themen/130/lotto/ 7
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Lotto fiir Fortgeschrittene.

Zweimal in der Woche werden die Lottozahlen gezogen. Jeder Mitspieler kann
seinen Tipp auf solch einem Lottoschein abgeben.

=}

Gliicksspiel kann siichtig machen! }.'I.Oﬂoﬁaudﬂ Normalspiel Komfortschein.
E:i?'ﬂ-’iSG?‘IZE&dSB?123456?;
_&' (8119 [10[11]12]13/[1a] [8][9]10/[11][12][13][14] [8][9][10/[11][12][13][1a]| EESPANEITNNTNITa o |
1) |[15]|16/|17(18| 19|{20|21 15(/16/(17//18|{19//120]|121 15/116//17/118//119|(20/(21
E 22/[23)[24/[25) 26| (27][28] (22|[23](24](25][26] 27| 28] [22][23]24](25][26][27] 28] 1
<2} [[29/(301(31)/32//33|(34/ 35| |29]/30]31]/32][33/[34]/35| [29/(30!(31][32](33][34]]35

36((37||138/{39 40|/41|/42| (36(/37|38 39|40 41 42| [36/(37 38|39 40|41/ 42 I

43/|44/|45|46!/47|48||49] |43||44) 45 46|/47 |48/ 49| |43 |44 |45 46//47||48|49 I

1/12)[3]|4![5]/6]|7] |1 2]|3]|l4]|5] 6] 7| [1/|2][3]|/4]|5]/6]|7
8 [[9][10l[11][12][13|[14] |8] 9l10/[11][12][13][14| |89 |[10]111][12][13]|14
15 /16/(17/|18/!19/ 20(|121| [15/(16//17|(18|/19 20|21 15/(16/(17 18{(19|20/ |21
21123124 |25/ 126)|27)|128] |22(|23!(24/|25|(26!127||28| |22)|23|(24||25{|26||27 |28
30/31/|32/133| 34/(35| |29((30/|31/32||33//34/|35] [29/{30/|31/32//33/|34 135
5/137/(38 |39) 40)|41/|42] |36/ |37|38//39||40! 41//42| |36 37 (3839|140 4142
43144 |45 |46/ 47| 48/|49 |43 |44 |45||46||47 48|49 |43 44 (45 46|47 48 49_

£2LOTTO 65549

Samstag 8
Laufzeit 4 n ter thunringeniotto,de
Wochen Abo Mittwoch Samstag Mittwoch a;-u-ll-"'mr-wa:lwmh-"qrdv
1 2 3 4 8 A i g
Gliicks5pirale i T - 1 =
Spiel 77 22 SUPERG| |2 Spiel 77| | samstag
Super 6 "
Superzahl | Nein A “"m_ L JA Thiringen
L 14000 m

Fiille den Tippschein aus.
Bestimme die Wahrscheinlichkeit fiir einen ,Sechser im Lotto“.

Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau ein ,Sechser” von den
Teilnehmern einer Lottoziehung getippt wird.

Hinweis: Ein Anhaltspunkt fiir die Anzahl an Lotto-Spielern findet sich im

nachstehenden Internetartikel.

Vergleich deine berechnete Wahrscheinlichkeit mit den Daten aus dem
nachstehenden Internetartikel.

Umfragen und Statistiken zu Lotto und Lotterie

Fast 10 Millionen Bundesbiirger spielen laut einer Umfrage des IfD Allensbach zur Haufigkeit
des Spielens von Lotto regelmaRig dieses Glicksspiel. Am beliebtesten ist die Variante Lotto
"6 aus 49". 2009 wurden laut einer Statistik zur Anzahl der Lotto-Sechser und Lotto-Millionare
383-mal ein Lotto-Sechser getippt, 111 Spieler wurden so zu Lottomillionaren. Ein Viertel der
Deutschen nimmt mindestens einmal im Monat an diesem Lottospiel teil.

http://de.statista.com/themen/130/lotto/ 7
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Losungshinweise zu Aufgabe 8: Lotto fiir Fortgeschrittene.

Aufgabe

Losungshinweis Screenshot (Beispiel)

Al

Den Tipp-Schein ausfiillen geht schnell, aber
man bekommt auch einen ersten Eindruck
dafiir, dass jeder Mitspieler 6 Tipps auf diesem
Schein abgeben darf. Das wird spater noch von
Bedeutung sein.

Die Simulation der Ziehung der Lotto-Zahlen
kann man nutzen um in der Klasse Lotto zu
spielen. Dabei kann man sich ja kleine Preise
fiir 3 bis 4 bzw. 5 bis 6 Richtige liberlegen.

randInt{1,49,6)

{47,45,8,26,20,36 } 1

A2

Die Wahrscheinlichkeiten fiir sechs, funf, vier,
usw. Richtige im Lotto kann man mit Hilfe
einer Tabellenkalkulationssoftware schnell
aufstellen. Die Grundlage zur Berechnung der
jeweiligen Wahrscheinlichkeiten liefert die
Hypergeometrische Verteilung.

!!‘ treffer WS

04354619
168757116

2/44075/33
3/8815/499

=seq(k,k,q=ncr(6,a[]] H

ABACKEECD

. nerl6,al 13 ]} nerl43,6-a[ 1]

ncr{ 49, 6; 4(p

A3

Man kénnte davon ausgehen, dass die
Wahrscheinlichkeiten von Tipp-Treffern im
Lotto binomial verteilt sind. Allerdings ist die
Einzelwahrscheinlichkeit (p = 1/;39g3g16) SO
klein und die Anzahl an Tipps (n > 10 000000)
so grof3, dass der Rechenaufwand zu grof3
wird.

Wenn man weif3, dass fiir diesen Fall die
Binomialverteilung durch die
Possionverteilung approximiert werden kann,
kann man die Wahrscheinlichkeit in

‘.
binomCdf| 10000000,
\

‘ ,1J
nCr{49,6)" |
"Fehler Bereichsfehler"

]
ws6ln): =1—p01‘sstf| n
1

nCri49,6) J

V' Fers
0 g

ws6110000000)

0.51086286225

ws 6160000000

0.98630421289

%

Abhangigkeit der Anzahl n berechnen.

4/99

A4

Wenn jeder der 10 000000 Spieler nur einen Tipp
abgibt, liegt die Wahrscheinlichkeit fiir
mindestens einen Sechser bei 51%. Da aber jeder
Spieler auch mehr Tipps abgeben darf, steigt die
Wabhrscheinlichkeit. Bei 60 000000 Tipps liegt sie
bei knapp 99%. Die Lotto-Zahlen werden zweimal
in der Woche gezogen und im Jahr 2009 wurden
383 Sechser getippt. Also werden zu jeder Ziehung
mehr als einmal sechs Richtige getippt. Die Lotto-
Gesellschaft hat ein Interesse daran, dass dies so
bleibt, denn die Teilnehmer haben so einen Anreiz
weiter zu spielen.
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