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Liebe Leser!,

das vorliegende Skript ist sowohl fiir Schiiler gedacht, die sich fiir ein Studium der Ma-
thematik (auch fiir das Lehramt) entschieden haben, als auch fiir unsere Studenten in den
Anfangssemestern. Es ist aus unserer Erfahrung heraus entstanden, dass gerade die elemen-
tare Geometrie, die in der Schule vermittelt wird, unseren Studierenden oft Schwierigkeiten
bereitet. Ein Grund dafiir ist, dass dieser Inhalt meist mehrere Jahre zuriickliegt und in der
gymnasialen Oberstufe nur selten wiederholt wird. Dabei ist aber auch die elementare Geo-
metrie eine wichtige Grundlage fiir das Mathematikstudium, speziell fiir das des Lehramtes.

Da wir Sie bei Ihrem Studium unterstiitzen wollen, haben wir diesen Schulstoff hier zusam-
mengefasst. Dabei geben wir nicht nur die notwendigen Definitionen und Sétze an, sondern
stellen auch ausgewéhlte Beweise vor. Gerade diese Beweise, die im Schulunterricht manchmal
in den Hintergrund treten, sind beim Studium der Mathematik von grofer Bedeutung.

Inhaltlich orientieren wir uns an den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren

Schulabschluss [1].
Lesen bzw. arbeiten Sie dieses Skript durch, um sich auf Ihr Studium vorzubereiten.

Des Weiteren wollen wir Sie hier auf zwei populdrwissenschaftliche Biicher hinweisen. Sie
erhalten dort einen guten Ein- und Uberblick iiber Thr gewéhltes Fach und erfahren etwas
iiber historische Hintergriinde:

e Robert und Ellen Kaplan: Das Unendliche denken: Eine Verfiihrung zur Mathematik.
Econ Verlag, 2003. (|9])

e Mario Livio: Ist Gott ein Mathematiker? Warum das Buch der Natur in der Sprache
der Mathematik geschrieben ist. Verlag C. H. Beck, 2010. ([11])

Hilfe zum Einstieg in das streng mathematische Denken bietet:

e Houston, Kevin: Wie man mathematisch denkt: Fine Finfihrung in die mathematische
Arbeitstechnik fir Studienanfinger. Spektrum Akademischer Verlag, 2012. ([8])

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg und Freude beim Studium der Mathematik.

!Natiirlich diirfen sich hier auch Leserinnen und an anderen Stellen auch Schiilerinnen, Studentinnen,
Lehrerinnen, ... angesprochen fiihlen.
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Elementare Geometrie

Wenn wir im Folgenden von der elementaren Geometrie sprechen, dann wollen wir darunter
den Inhalt des Mathematikunterrichts, der in der Sekundarstufe I zu dieser Thematik gelehrt
wird, verstehen. Auch betrachten wir im Wesentlichen nur die ebene Geometrie. Am Ende
dieses Skriptes, wenn es um Kérper und Volumen geht, verlassen wir die Ebene und betrachten
die Geometrie im Raum.

Am Anfang werden wir etwas iiber die Entstehungsgeschichte der Geometrie und ihrer axio-
matischen Begriindung berichten, ohne dabei systematisch und vollstéandig zu sein. Es geht
uns darum, dass Sie eine Idee mitnehmen, wie man in der Geometrie bzw. Mathematik ar-
beitet. Wir werden auch grundlegende Begriffe wie z.B. Strecke, Strahl oder Winkel — die Sie
natiirlich aus der Schule kennen — etwas genauer erlautern. Davon sollten Sie sich aber nicht
abschrecken lassen.

1 Grundlegendes

Die Geometrie, so wie wir sie heute betreiben, hat eine Geschichte, die mehrere tausend Jahre
alt ist. Sie entwickelte sich aus den alltdglichen Bediirfnissen der Menschen. Dabei kann man
an die Landvermessung (z.B. nach der jahrlichen Uberschwemmung durch den Nil) oder
an Konstruktions- und Vermessungsaufgaben bei Bauprojekten (z.B. bei den Pyramiden von
Gizeh) oder auch an kiinstlerische Tétigkeiten (z.B. beim Anbringen von Mustern an Geféfen)
denken. Alle diese vielfaltigen Téatigkeiten fiihrten dazu, dass sich unsere heutige Geometrie
entwickelte.

Ein wichtiger Zeitpunkt in dieser Entwicklung liegt etwa 300 v.u.Z., als der Grieche EUKLID
das damalige mathematische Wissen in den Elementen zusammenfasste und systematisierte.
Die besondere Leistung von EUKLID war es, dass er die Geometrie aus den Grundelemen-
ten Punkt, Gerade und Ebene aufbaute. Zu diesen Grundelementen formulierte er wenige
grundlegende Aussagen (wir nennen sie heute Axiome), in denen er die Beziehungen der
Grundelemente untereinander regelte. Beispiele fiir solche Axiome sind:

e Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen genau eine Gerade, die diese beiden
Punkte enthalt.

e Es gibt drei Punkte in der Ebene, die nicht zu ein und derselben Geraden gehoren.
o ..

Diese und weitere Axiome setzte EUKLID an den Anfang der Geometrie. Er entnahm sie
der Anschauung und sagte, dass diese Grundannahmen wahr sein sollen und keines Beweises
bediirfen. Anschlieffend wurden alle weiteren Tatsachen der Geometrie allein durch logisches
Schliefien aus diesen Grundannahmen hergeleitet. Dies alles geschieht in den Elementen [4].
Dieses Buch, das eigentlich aus 13 Biichern besteht, war fast 2000 Jahre das wichtigste Lehr-
buch der Geometrie/Mathematik.

1899 hat DAvID HILBERT (1862 - 1943) in seinen Grundlagen der Geometrie 7] EUKLIDS
Axiomatisierung der Geometrie in dem Sinne abgeschlossen, dass der erreichte Stand den
heutigen streng-mathematischen Anspriichen geniigt.

Heute beweisen wir noch immer mathematische Sétze, indem wir sie durch logische Schluss-
folgerungen auf andere, bereits bewiesene Sétze zuriickfiihren. Natiirlich miissen diese Sétze
auch wieder auf bereits bewiesene Sétze zuriickgefithrt werden u.s.w. bis schliefllich Sétze
auf die grundlegenden Axiome zuriickgefiihrt werden. Man sagt auch, dass die Geometrie
axiomatisch begriindet ist. Die Gesamtheit der Axiome bezeichnet man als Axiomensystem.

Dieses Vorgehen in der Geometrie wurde ein Muster fiir andere mathematische Teildiszipli-
nen, die spéter ebenfalls axiomatisch aufgebaut wurden. Ein modernes Axiomensysten der



ebenen Geometrie nutzt den Begriff Punkt als Grundbegriff. Geometrische Objekte sind dann
Punktmengen. Dazu gehoren auch Geraden und Ebenen, die ebenfalls zu den Grundbegrif-
fen der Geometrie gehoren. Im Folgenden bezeichnen wir Punkte in der Regel mit groffen
lateinischen Buchstaben und Geraden mit kleinen.

Oben wurden exemplarisch zwei Axiome iiber Beziehungen von Punkten und Geraden for-
muliert. Diese werden auch als Inzidenzaxiome bezeichnet. Sogenannte Anordnungsaxiome
beschreiben Grundannahmen iiber die gegenseitige Lage von Punkten auf Geraden. Zum
Beispiel:

e Von drei Punkten auf einer Geraden liegt genau einer zwischen den beiden anderen.
° ..

Sind A und B zwei verschiedene Punkte, so besteht die Strecke AB neben A und B aus
allen Punkten P, die zwischen A und B liegen. Der Strahl AB™ enthilt neben A und B
sowohl alle Punkte, die zwischen A und B liegen, als auch alle Punkte P derart, dass B
zwischen A und P liegt. Natiirlich kann man auch den Strahl AB~ betrachten und meint
damit alle Punkte der von A und B bestimmten Geraden g(AB), die mit Ausnahme von A
nicht zu AB™ gehoren. Man sagt, dass zwei Punkte X und Y auf der gleichen Seite einer
vorgegebenen Geraden g liegen, wenn zwischen A und B kein Punkt von g liegt. Entsprechend
zerlegt jede Gerade die verbleibenden Punkte der Geometrie (der Ebene) in zwei Mengen,

die beiden Seiten bzw. Halbebenen von g.
Strahl AB”
/ >< A
B B
A / 2 ><

Strecke AB Strahl AB Aund B liegen auf Aund B liegen auf
derselben Seite verschiedenen
von g. Seiten von g.

Zwei weitere Gruppen von Axiomen beschéftigen sich einerseits mit Grundannahmen zur
Kongruenz bzw. zur Bewegung geometrischer Objekte (Kongruenz- bzw. Bewegungsaxiome)
und andererseits mit dem Messen von Strecken und Winkeln (Stetigkeitsaxiome).

Ein Axiom, das man bereits bei EUKILD findet und das in

der Mathematik viel Aufsehen erregt hat, ist das Paralle- P
lenaxiom, das EUKLID als flinftes und letztes Axiom in sei- P
nem System formulierte. Es lautet in moderner Formulie- - 9

rung:

Ist g eine Gerade und P ein Punkt, so g¢ibt es genau eine /

Gerade p, die durch P geht und parallel zu g ist.

Dabei heifsen zwei Geraden parallel zueinander, wenn sie entweder keinen Punkt oder alle
Punkte gemeinsam haben. Am Rande wollen wir hier nur noch bemerken, dass die Exis-

tenz von parallelen Geraden aus den anderen Axiomen bewiesen werden kann. Lediglich die
Eindeutigkeit ist in dem oben genannten Axiom von Bedeutung.

Weil dieses Parallelenaxiom, im Vergleich zu den anderen, einen komplizierten Wortlaut hat,
dachten viele Mathematiker nach EUKLID, dass dieses Axiom in Wirklichkeit ein Satz ist, der
auf der Grundlage der anderen Axiome bewiesen werden kann. Keinem ist es gelungen. Erst im
19. Jahrhundert konnten unabhéngig voneinander NIKOLAT IWANOWITSCH LOBATSCHEWSKI
(1792 - 1856), JANOS Boryar (1802 - 1860) und CARL FRIEDRICH GAUss (1777 - 1855)
zeigen, dass dies auch nicht gelingen kann. Sie schufen eine neue Geometrie, in der nicht das
Parallelenaxiom, sondern sein Gegenteil gilt. In dieser Geometrie gibt es durch einen Punkt



P aufserhalb einer Geraden g mindestens zwei voneinander verschiedene Geraden, die zu g
parallel sind. Diese Geometrie wird als nichteuklidische Geometrie bezeichnet und findet zum
Beispiel in der Kosmologie eine Anwendung. Entsprechend heifst die Geometrie, in der das
euklidische Parallelenaxiom gilt, euklidische Geometrie. Dieses ist die Geometrie, die wir in
unserem Anschauungsraum betreiben und in der Schule kennenlernen.

Wir werden etwas spater das Parallelenaxiom nutzen, um zu zeigen, dass die Summe der
Innenwinkel im Dreieck 180° betrégt.

Wer an weiteren Einzelheiten und historischen Hintergriinden interessiert ist, findet in [12]
interessanten Lesestoff.

Neben den oben eingefiihrten Strecken und Strahlen sind in der Geometrie auch Winkel von
Bedeutung. Betrachten wir dazu drei voneinander verschiedene Punkte S, A und B, die nicht
auf einer Geraden liegen, so bilden die beiden Strahlen SA™ und SB™ die Schenkel eines
Winkels mit dem Scheitelpunkt S. Durch diese beiden Schenkel wird die Ebene in zwei Teile
eingeteilt. Derjenige Teil, der die Strahlen SA™ und SB™ nicht enthilt, ist der Winkel, der
durch die beiden Schenkel SAT und SB™ gebildet wird. Wollen wir den anderen Ebenenteil
als Winkel von SA™ und SB™T betrachten, so muss das immer besonders erwihnt werden.

Winkel werden oft mit kleinen griechischen Buchstaben bezeichnet, aber auch die Symbolik
<{ASB oder <BSA ist gebrauchlich.

Auch wenn die drei gewédhlten Punkte S, A und B auf einer Geraden liegen, entstehen Winkel.
Liegt S zwischen A und B, so nennen wir den Winkel gestreckten Winkel, liegt S nicht
zwischen A und B, so nennen wir den Winkel Nullwinkel.

2 Bewegungen und Kongruenz

Wir nennen zwei (ebene) Figuren F und F’ kongruent zueinander, F' = F’, wenn es eine
Kongruenzabbildung (Bewegung) gibt, die F auf F” abbildet. F' und F’ nennt man dann auch
deckungsgleich.

Solche Bewegungen sind Verschiebung, Spiegelung an einer Geraden, Drehung um einen
Punkt oder Nacheinanderausfithrungen dieser Bewegungen, so wie wir es in der Schule ken-
nengelernt haben.

Zur Erinnerung: Eine Verschiebung ist durch einen Punkt P (Originalpunkt) und einen

Punkt P’ (Bildpunkt) eindeutig bestimmt. f’—ﬁ bezeichnet damit nicht nur einen Verschie-
bungspfeil?, sondern beschreibt auch die gesamte Verschiebung, bei der alle Punkte der Ebene
abgebildet (verschoben) werden. Wollen wir den Bildpunkt zu einem weiteren Originalpunkt
Q bestimmen, so miissen wir durch @ die Parallele ¢ zu PP’ zeichnen und auf dieser Par-
allelen von @ aus in die Verschiebungsrichtung die Lange der Strecke PP’ abtragen. Dies
kann zum Beispiel mit einem Zirkel geschehen. Man kann den gesuchten Bildpunkt @’ auch
anders konstruieren. Dazu wird durch P’ die Parallele zu PQ gezeichnet, die ¢ im gesuchten
Bildpunkt Q" schneidet.

2Hier ist kein Vektor gemeint!



Natiirlich kann der Punkt @ auch auf der durch P und P’ bestimmten Geraden liegen. Dann
miissen wir die Konstruktion des Bildpunktes Q' etwas abwandeln. Wir wéhlen uns einen
beliebigen Hilfspunkt H, der nicht auf der Geraden Mh P und P’ liegt, und bildeii)iesen
ab. H' ist der zugehorige Bildpunkt. Nun bestimmt H H' dieselbe Verschiebung wie PP’ und
wir kénnen () abbilden.

Erwahnt werden soll hier auch noch, dass bei der Vorgabe einer Verschiebung durch P und
P’ diese beiden Punkte zusammenfallen kénnen, d.h., P und P’ sind identisch. In diesem
Fall heifit die Verschiebung Identitidt und es wird jeder Punkt der Ebene auf sich selbst
abgebildet.

Nutzen Sie auch den Computer zum Konstruieren. Laden Sie sich dazu das Programm GeoGe-
bra (www.geogebra.at) auf Thren Rechner. Es ist intuitiv zu bedienen und auf der genannten
Internetseite finden Sie Anleitungen und viele Beispiele.

Zur Erinnerung: Eine Spiegelung an ei-
ner Geraden (kurz Geradenspiegelung) ist
durch die Vorgabe einer Geraden a als Spiegel-
achse eindeutig bestimmt. In der Schulzeit lernt
man diese Abbildung oft durch Tintenklecks-
bilder kennen. Dabei wird ein Tintenklecks auf
ein Blatt Papier gemacht. Anschliefend wird es
zusammengefaltet und gut zusammengedriickt.
Nach dem Auffalten erkennt man eine Figur, die
zur Faltgeraden a symmetrisch liegt. Daraus lei-
ten sich dann die wichtigen Figenschaften der
Geradenspiegelung ab. Verbinden wir ndmlich einen Punkt P auf der einen Seite der Faltge-
raden mit dem zugehorigen Punkt P’ auf der anderen Seite, so konnen wir feststellen:

e PP’ ist senkrecht zu a,
e PL und P’'L sind kongruent zueinander.

Damit ist aber die Geradenspiegelung an einer Spiegelachse a schon vollkommen beschrieben.
Ist a eine Spiegelachse und P ein beliebiger Punkt, der nicht auf a liegt, so erhalten wir den
zugehorigen Bildpunkt P/, indem wir zuerst das Lot von P auf a fallen. Bezeichnen wir den
LotfufSpunkt mit L, so wird die Strecke PL auf diesem Lot von L aus in die Halbebene
beziiglich a abgetragen, die P nicht enthélt.

Ist @ ein Punkt von a, so wird dieser Punkt bei der Geradenspiegelung an a auf sich ab-
gebildet, d.h, es gilt Q' = Q. Das heifit aber auch, dass jeder Punkt der Spiegelgeraden a
bei der Geradenspiegelung an a auf sich abgebildet wird. Die Punkte von a nennt man auch
Fixpunkte dieser Abbildung.



Bilden wir mit einer Geradenspiegelung an a einen beliebigen Punkt P ab, so erhalten wir
den zugehorigen Bildpunkt P’. Spiegeln wir nun P’ an a, so erhalten wir den zugehorigen
Bildpunkt P”, der mit P iibereinstimmt. Damit ist die zweimalige Hintereinanderausfithrung
der Geradenspiegelung an der Achse a die identische Abbildung, die jeden Punkt der Ebene
auf sich selbst abbildet.

Zur FErinnerung: Eine Drehung um einen
Punkt (kurz Drehung) ist durch die Vorgabe
eines Punktes als Drehzentrum und einen Dreh-
winkel (mit Richtung) bestimmt. Nun sind also
ein Drehzentrum Z und ein Drehwinkel ¢ mit
negativem Drehsinn (also mit dem Uhrzeiger-
sinn) vorgegeben. Ist P ein beliebiger Punkt,
der nicht mit Z zusammenfallt, so verbinden wir
Z mit P und tragen an ZP" den gegebenen
Drehwinkel mit der entsprechenden Drehrich-
tung ab. Der freie Schenkel des abgetragenen
Winkels schneidet den Kreis um Z durch P im
gesuchten Bildpunkt P’. Fallt der abzubildende Punkt P mit dem Drehzentrum zusammen
(P =Z2),so0ist P' = P. Das Drehzentrum ist der Fixpunkt dieser Abbildung.

3 Strecken- und Winkelmessung

Das Messen von Léngen und Winkeln mit Lineal und Winkelmesser gehort in der Schule zu
den grundlegenden Aktivitdten (nicht nur) des Mathematikunterrichts. Wir wollen hier kurz
iiber die Grundlagen dazu berichten. Beim Messen einer Strecke AB wird dieser eine Lange
|AB| zugeordnet. Diese Linge besteht aus einer nicht negativen reellen Zahl, der Langen-
mafizahl [(AB), und der zugehorigen Langeneinheit. Die Lingeneinheit wird durch eine
Eichstrecke (oder auch Einheitsstrecke) EF' repréasentiert (E # F'). Beispiele fiir sol-
che Langeneinheiten sind z.B. Millimeter (1mm), Zentimeter (1cm), Meter (1m), Kilometer
(1km) oder Lichtjahr. Eine 4cm lange Strecke C'D (|CD| = 4cm) hat die Langenmafzahl
[(CD) = 4 und die Langeneinheit lcm.

Hat man eine solche Eichstrecke E'F festgelegt, so erfiillt die Ladngenmessung die folgenden
drei Eigenschaften:

e Esgilt [(EF) =1 (Eichung oder Normiertheit der Streckenlénge).

e Liegt ein Punkt B zwischen A und C, so gilt [(AC) = I[(AB) + I(BC) (Additivitat der
Streckenlénge).

e Sind AB und A’B’ kongruente Strecken, so gilt [(AB) = [(A’'B’) (Bewegungstreue der
Streckenlédnge).

Dabei miissen wir beachten, dass die Eichstrecke EF' nicht zu einem Punkt entartet, also
E # F gelten muss. Strecken der degenerierten Gestalt AA sind jedoch sinnvoll messbar,
namlich mit [(AA) = 0.

Auch dem Messen liegen in der Geometrie Axiome, die Stetigkeitsaxiome, zugrunde. Sie be-
sagen im Wesentlichen, dass bei fest vorgegebener Mafeinheit einerseits jeder Strecke genau
eine Mafszahl im Sinne der oben genannten drei Punkte zugeordnet werden kann und ande-
rerseits zu jeder positiven reellen Zahl x eine Strecke mit Mafzahl x existiert. Damit wird
das Messen, so wie wir es bisher gelernt haben, erméglicht.

Ahnlich wie bei der Messung von Strecken ist die Gréfe |<<ASB| des Winkels <ASB Pro-
dukt von Maftzahl w(<ABC) und Mafieinheit. Die nicht negative Mafzahl muss allen



Winkeln wieder so zugeordnet werden, dass sie entsprechende Eigenschaften von Additivitét,
Bewegungstreue und Eichung (siehe oben) erfiillt.

Zur Eichung wird eine Beziehung zu einem ge-
streckten Winkel <ESF hergestellt, bei dem
also S zwischen F und F' liegt. Nutzt man die

Mafseinheit Grad (mit dem Symbol °), so for- @ @
dert man |<ESF| = 180°. Alternativ misst F S E u1 S 1JE

man Winkel im Bogenmafl (ohne Symbol !),

indem man |[<ESF| = 7 festlegt. Dabei ist

m = 3,14... die bekannt Kreiszahl und gleichzeitig auch die Langenmafszahl einer Halb-
kreislinie, deren Radius die Einheitsldnge hat.

Obwohl Strecken und Streckenldnge, Winkel und Winkelgrofe ihrer Natur nach vollig unter-
schiedliche mathematische Objekte sind, werden dafiir (in der Schule und auch hier) oftmals
identische Bezeichnungen genutzt. Dann wird z.B. in Dreiecken die Strecke AB mit ¢ und ihre
Léange ebenso mit ¢, statt mit |c| bezeichnet. Oder es wird die Grofe eines Winkels o auch
einfach mit «, statt mit |«| bezeichnet. Dass man diese Konvention nur vorsichtig nutzen
darf, erkennt man beispielsweise daran, dass verschiedene Winkel a und /3 identische Grofen
haben konnen, ndmlich wenn sie kongruent sind. Wiirde man hier Winkel und zugehérige
Grofen identisch bezeichnen, erhielte man gleichzeitig o # S (fiir die Winkel) und o = S (fiir
ihre Grofen), was unsinnig wére.

4 Spezielle Winkel, insbesondere Winkel an geschnittenen Pa-
rallelen

Definition 1 (Neben- und Scheitelwinkel) Es seien A,
A', B, B' und S Punkte, so dass S einerseits zwischen
A und A" und andererseits auch zwischen B und B’ liegt.
Dann nennt man <ASB’ und <A’SB die Nebenwinkel und
<A'SB’ den Scheitelwinkel von <ASB.

Aufgrund der Definition fiir Neben- und Scheitelwinkel konnen wir sofort einen ersten Satz
formulieren, der auch ohne Beweis klar ist.

Satz 1 (a) Die Grifien eines Winkels und eines zugehorigen Nebenwinkels addieren sich zu
180°.

(b) Scheitelwinkel sind kongruent, also gleich grofs.

Nun konnen wir auch Winkel anhand ihrer Groffe benennen. Gestreckte Winkel und Null-
winkel kennen wir bereits. Ein Winkel heifdt

e Nullwinkel, wenn seine Schenkel identisch sind,

e gestreckter Winkel, wenn seine Schenkel komplementére Strahlen sind,
e rechter Winkel, wenn er zu einem seiner Nebenwinkel kongruent ist,

e spitz, wenn er kleiner als ein rechter Winkel, aber kein Nullwinkel ist,

e stumpf, wenn er grofer als ein rechter, aber kleiner als ein gestreckter Winkel ist.



Gelegentlich werden auch Winkel als tiberstumpf bezeich-

net. Damit sind Winkel gemeint, die grofer als gestreckte B
Winkel sind. Wenn SA™ und SB*, SAT # SBT, die beiden

Schenkel des Winkels sind, so wird jetzt derjenige Teil der

Ebene den Schenkeln als Winkel zugeordnet, der die beiden A
Strahlen SA™ und SB~ enthélt (vgl. S. 6). %

Da ein rechter Winkel zu einem Nebenwinkel kongruent, also

insbesondere gleich grof ist, folgt aus Satz 1(a), dass rechte

Winkel 90° groft sind. Hat ein Winkel die Groéfse a, so ist er

also ein Nullwinkel, wenn « = 0°, spitz fiir 0° < a < 90°, ein rechter Winkel fiir o = 90°,
stumpf fiir 90° < o < 180° und gestreckt fiir o = 180°.

Ist a die Grofe eines iiberstumpfen Winkels, so gilt 180° < a < 360°. Manchmal werden
auch noch Winkel mit o = 360° zugelassen, sogenannte Vollwinkel. Dann sind die Schenkel
wie beim Nullwinkel identisch, aber der Winkel umfasst die ganze Ebene.

Von besonderem Interesse sind Winkel, die beim Schnitt zweier Geraden mit einer dritten
entstehen.

Definition 2 (Stufen- und Wechselwinkel) Zwei verschiedene Geraden g und g' seien
durch eine dritte Gerade h geschnitten, wobei mit g der Schnittpunkt A und mit g der Schnitt-
punkt A" mit A # A’ entstehe. Dann heiffen ein Winkel mit Scheitel A und Schenkeln auf g
und h und ein Winkel mit Scheitel A" und Schenkeln auf g’ und h

o Stufenwinkel, wenn ihre Schenkel auf h in die gleiche Richtung weisen und thre an-
deren Schenkel auf der gleichen Seite von h liegen, bzw.

o Wechselwinkel, wenn ihre Schenkel auf h in gegensdtzliche Richtungen weisen und
thre anderen Schenkel auf verschiedenen Seiten von h liegen.

A

Wenn die beiden Geraden g und ¢’ parallel zueinander sind, ldsst sich ein Satz formulieren
und mit Hilfe von Bewegungen leicht beweisen.

(o]

Satz 2 (Winkel an geschnittenen Parallelen)  Stufenwinkel bzw. Wechselwinkel, die
beim Schnitt zweier Parallelen mit einer dritten Geraden entstehen, sind kongruent.

Beweis: Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind kongruent, weil sie durch eine Ver-
schiebung aufeinander abgebildet werden kénnen. Die Aussage iiber Wechselwinkel folgt da-
raus durch Anwendung von Satz 1(b). B

Interessant ist auch die Umkehrung dieses Satzes. Diese Umkehrung kann z.B. in Beweisen
benutzt werden, in denen die Parallelitat von Gerden gezeigt werden soll.

Satz 3 (Umkehrung von Satz 2) Entsteht beim Schnitt zweier Geraden g und g’ mit ei-
ner weiteren Geraden h ein Paar kongruenter Stufen- oder Wechselwinkel, so sind g und g’
parallel.
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Beweis: g und ¢’ sind zwei Geraden, die von der Geraden
h in den Punkten A und A’ geschnitten werden.

Wenden wir uns zuerst den Stufenwinkeln zu. Nach Vor-
aussetzung ist also ein Paar von Stufenwinkeln kongruent
zueinander, z.B. a = o/.

Nun betrachten wir durch A’ die Parallele § zu g. Diese
parallele Gerade ist nach dem Parallelenaxiom eindeutig be-
stimmt. Mit & bezeichnen wir den zu «a gehérenden Stufenwinkel an g. Weil nach Satz 2 o = &
ist, ist auch o/ = @. Deshalb muss ¢’ mit g iibereinstimmen, d.h, ¢’ = g muss parallel zu g
sein. Damit ist der Beweis des Satzes fiir Stufenwinkel erbracht.

Da Satz 1(b) wie im letzten Beweis den Ubergang von Wechsel- zu Stufenwinkeln erlaubt,
kénnen wir feststellen, dass unser Satz ebenfalls fiir Wechselwinkel, und damit insgesamt,
gilt. ®

5 Drei- und Vierecke

Definition 3 (Dreieck) Unter einem Dreieck verstehen wir einen geschlossenen Strecken-
zug aus drei Strecken (und drei Eckpunkten), die nicht auf einer Geraden liegen.

Dreiecke werden wie iiblich bezeichnet: A, B, C sind die Ecken,
a, b, ¢ sind die Seiten und «, 3, v sind die Innenwinkel. Zu
jedem Innenwinkel im Dreieck gibt es zwei Aufsenwinkel, die
Nebenwinkel des Innenwinkels sind (o/, o, 8/, 8" und v/,~").
Die beiden Aufsenwinkel sind Scheitelwinkel und somit kongru-
ent. Man fixiert deshalb meistens nur einen Aufkenwinkel pro
Ecke und spricht dann von dem Aufenwinkel, etwa o, 8, 7.

Satz 4 (Innenwinkelsumme im Dreieck) Die Summe der
Innenwinkel eines jeden Dreiecks betrigt 180°.

Beweis: Wir zeichnen die Parallele p durch C' zu der Geraden
g(AB), so wie es im Bild zu sehen ist. Zu « und 3 betrach-
ten wir die zugehorigen Wechselwinkel a* und * in C. Diese
beiden Wechselwinkel ergénzen sich mit v zu einem gestreckten
Winkel, woraus folgt, dass die Summe der Grofen dieser Winkel
180° betragt. Da o und B zu o* und #* nach Satz 2 kongruent
sind, haben sie auch die gleiche Gréfe. Folglich ergibt auch die
Summe der Grofen der Innenwinkel eines jeden Dreiecks 180°.
|

Satz 5 (AuBenwinkelsumme im Dreieck) Die Summe der drei Auflenwinkel eines jeden
Dreiecks betragt 360°.

Dreiecke kann man nach Seiten und Innenwinkeln charakterisieren.

Sortiert man Dreiecke nach ihren Seiten beziiglich ihrer Kongruenz untereinander, so kann
man die folgende Einteilung treffen:
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e Wird {iber die Kongruenz der Seiten

untereinander keine Aussage getroffen,
nennt man dies ein allgemeines Drei- Q 4
eck. / i

e Sind zwei Seiten eines Dreiecks kongru-

ent zueinander, so nennt man dies ein allgemein gleichschenklig gleichseitig
gleichschenkliges Dreieck.

e Sind alle drei Seiten eines Dreiecks kongruent zueinander, so nennt man dies ein gleich-
seitiges Dreieck.

Im gleichschenkligen Dreieck heiffen die beiden zueinander kongruenten
Seiten Schenkel und die dritte Seite Basis. Die Dreiecksecke, die der C
Basis gegeniiber liegt, heifst Spitze des gleichschenkligen Dreiecks und
die beiden Innenwinkel, die an der Basis anliegen, heifsen Basiswinkel.

«—Spitze

Schenkel
Wir wollen hier darauf hinweisen, dass jedes gleichseitige Dreieck auch o
ein spezielles gleichschenkliges und jedes gleichschenklige Dreieck auch —
ein spezielles allgemeines Dreieck ist. Dieser Zusammenhang ist im
A B

rechts abgebildeten Mengendiagramm dargestellt. Basis

Damit ist jede Aussage, die fiir allgemeine Dreiecke gilt, auch | aigemeine Dreiecke
fiir gleichschenklige und gleichseitige Dreiecke richtig.

gleichschenklige Dreiecke

Man kann die folgende Einteilung der Dreiecke nach Winkeln
treffen:

gleichseitige Dreiecke

e Sind in einem Dreieck alle Innenwinkel spitz, so nennt man dies ein spitzwinkliges
Dreieck.

e Ist ein Innenwinkel eines Dreiecks ein rechter Winkel, so nennt man dies ein recht-
winkliges Dreieck.

e Ist ein Innenwinkel eines Dreiecks ein stumpfer Winkel, so nennt man dies ein stumpf-
winkliges Dreieck.

spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig

Im rechtwinkligen Dreieck heiften die beiden Seiten, die den rechten Win-
kel bestimmen, Katheten. Die Seite, die dem rechten Winkel gegeniiber i cten @

liegt, wird als Hypotenuse bezeichnet. yﬁ\
Aus dem Satz iiber die Innenwinkelsumme im Dreieck ergibt sich, dass a B

. . . . . Hypotenuse
es kein Dreieck gibt, bei dem mehr als ein rechter oder stumpfer Innen- P
winkel vorkommen kann.

Im rechts gezeigten Mengendiagramm ist die Einteilung der

Dreiecke hinsichtlich der Innenwinkel noch einmal darge- | spitzwinklige | rechtwinklige | stumpfwinklige
stellt Dreiecke Dreiecke Dreiecke

Die Charakterisierung der Dreiecke nach Seiten und nach
Winkeln wird in der folgenden Tabelle zusammengefasst.
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Dreieck ist H spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig

allgemein

gleichschenklig

gleichseitig

Definition 4 (Viereck) Unter einem Viereck verstehen wir einen geschlossenen Strecken-

zug aus vier Strecken (und vier Eckpunkten), bei dem keine drei Eckpunkte auf einer Geraden
liegen.

Vierecke lassen sich in konvexe, konkave und iiberschlagene Vierecke einteilen:

konvex konkav iiberschlagen

Der Schnittpunkt S der Diagonalen liegt
innerhalb auferhalb auferhalb
des Vierecks.
Zwei Seiten des Vierecks haben
nur Eckpunkte des Vierecks gemeinsam. neben Eckpunkten des Vierecks
auch noch einen weiteren Punkt
gemeinsam, der kein Eckpunkt ist.

Im Weiteren werden wir unter einem Viereck stets ein konvexes Viereck verstehen. Sollen
auch konkave Vierecke betrachtet werden, so wird dies extra betont. Uberschlagene Vierecke
werden hier nicht betrachtet.

Neben dem allgemeinen (konvexen) Viereck lernen wir in der Schule speziell das Quadrat,
das Rechteck, den Rhombus (die Raute), das Parallelogramm, das Trapez und das Drachen-
viereck kennen. Wir definieren:
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Definition 5 (Trapez) Jedes Viereck mit einem Paar par-

alleler Gegenseiten heifit Trapez.

Im Trapez bezeichnet man die die parallelen Seiten auch als
Grundseiten und die anderen beiden Seiten als Schenkel
des Trapezes. Der Abstand der Grundseiten heifit Hohe des
Trapezes und die Verbindung der Mittelpunkte der Schenkel

nennt man Mittellinie.

Definition 6 (Drachenviereck) Jedes
Viereck mit zwei verschiedenen Paaren
benachbarter kongruenter Seiten heifst
Drachenviereck. (Natirlich sollen die
beiden Paare keine gemeinsame Seite des
Vierecks enthalten.)

Definition 7 (Parallelogramm)
Jedes Viereck mit zwei Paaren paralleler
Gegenseiten heifit Parallelogramm.

Definition 8 (Rhombus, Raute)
Jedes Viereck mit wvier kongruenten

Seiten heifst Rhombus.

Definition 9 (Rechteck) Jedes Paral-
lelogramm mit einem rechten Innenwinkel

heifst Rechteck.

Definition 10 (Quadrat) Jedes Recht-
eck mit wvier kongruenten Seiten heifst
Quadrat.

Entsprechend dieser Definitionen kann
man die Vierecke so, wie es in der neben-
stehenden Grafik zu sehen ist, anordnen.

Einen anderen Blick auf die Beziehungen der Vierecke unter-
einander gibt das rechts zu sehende Mengendiagramm.
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Wie bei den Dreiecken werden auch die Vierecke wie iiblich D
bezeichnet: A, B, C, D sind die Ecken, a, b, ¢, d sind die
Seiten und «, 3, 7, ¢ sind die Innenwinkel. Zu jedem Innen-
winkel im konvexen Viereck gibt es einen® Aukenwinkel, der
Nebenwinkel des Innenwinkels ist.

Zeichnet man in ein (nicht tiberschlagenes) Viereck eine ge-
eignete Diagonale so ein, dass das Viereck in zwei Teildreiecke
zerlegt wird, so ergibt sich aus Satz 4 der folgende

Satz 6 (Innenwinkelsumme im Viereck) Die Summe
der Innenwinkel eines jeden (nicht iberschlagenen) Vierecks

betrdgt 360°.
Und auflerdem folgt:

Satz 7 (Auflenwinkelsumme im Viereck) Die Summe

der vier AufSenwinkel eines jeden konvexen Vierecks betrigt
360°.

6 Lot, Mittelsenkrechte und Winkelhalbierende

Satz 8 Ist g eine beliebige Gerade und P ein beliebiger Punkt, dann gibt es durch P genau
eine Gerade, die senkrecht auf g ist.

Aufgrund dieses Satzes konnen wir nun die folgende Definition geben:

Definition 11 Die Gerade durch einen Punkt P, die senkrecht auf einer anderen Geraden
g steht, heifst das Lot von P auf g. Den Schnittpunkt dieses Lotes mit g nennen wir Lot-
fuBpunkt. Den Abstand von P zum LotfufSpunkt bezeichnen wir als Linge des Lotes. Ist
P € g, so nennen wir das Lot von P auf g auch die Senkrechte in P auf g.

Speziell definieren wir:

m
Definition 12 (Mittelsenkrechte einer Strecke) Die Mittelsenk-
rechte ciner Strecke AB ist diejenige Gerade, die durch den Mittelpunkt
von AB geht und auf AB senkrecht steht. A B
M

Auch fir Winkel gibt es einen entsprechenden Satz:

Satz 9 Ist <ASB ein Winkel mit |[<ASB| < 180°, dann gibt es (im Innern dieses Win-
kels) genau einen Strahl, der von S ausgeht und den gegebenen Winkel in zwei zueinander
kongruente Teilwinkel zerlegt.

WEeil dieser Strahl eindeutig bestimmt ist, geben wir ihm einen Namen:

Definition 13 (Winkelhalbierende eines Winkels) Die Winkel-
halbierende w eines Winkels <ASB ist derjenige Strahl, der von S g w
ausgeht und den Winkel in zwei kongruente Teilwinkel teilt. A

3Sie hierzu auch die Anmerkung zu den AuRenwinkeln bei Dreiecken (S. 11).
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Damit sind die Mittelsenkrechte einer Strecke und die Halbierende ei- P
nes Winkels definiert und aufgrund der Sétze 8 und 9 auch eindeutig AN
bestimmt. Y

Die folgenden beiden Sétze geben jeweils eine Eigenschaft fiir die Mit- % %
telsenkrechte bzw. die Winkelhalbierende an. Die dort beschriebenen |
Eigenschaften konnen auch als Definitionen benutzt werden. Dann wer- \
den die entsprechenden Definitionen Sétze.

Satz 10 Die Mittelsenkrechte der Strecke AB ist die Menge aller Punk-
te P, die von A und B gleich weit entfernt sind.

Satz 11 Die Winkelhalbierende eines Winkels <ASB mit |[<ASB| <
180° st die Menge aller Punkte P vm Innern des Winkels, die von den
Schenkeln des Winkels gleich weit entfernt sind.

7 Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln eines Dreiecks

Beim Zeichnen von gleichschenkligen Dreiecken féllt auf, dass die Basiswinkel kongruent
zueinander sind. Das beweisen wir im

Satz 12 Ist ABC ein gleichschenkliges Dreieck mit AC = BC', so sind die beiden Basiswinkel
<CAB und <ABC' kongruent zueinander.

Beweis: Wir konstruieren zuerst die Winkelhalbierende w von <BC A

und betrachten die dadurch bestimmte Geradenspiegelung. Weil w die C
Winkelhalbierende ist, sind die beiden Teilwinkel v; und 72 kongruent
zueinander. Weil weiterhin jeweils ein Schenkel beider Winkel auf der
Spiegelachse w liegt, muss bei der Spiegelung CA™ auf C BT und CB™
auf CA™ abgebildet werden. Da aber auch CA = OB ist, wird A auf w
B und B auf A abgebildet. Folglich geht bei der Spiegelung an w der

Winkel <CAB in <ABC iiber. Das heifit aber, dass diese beiden Winkel ~ A B
kongruent zueinander sind. ll

Wir beweisen nun auch noch die Umkehrung von Satz 12.

Satz 13 Ist ABC ein Dreieck, in dem zwei Innenwinkel kongruent zueinander sind, dann ist
das Dreieck gleichschenklig.

Beweis: O. E. d. A. (Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit) kénnen

wir annehmen, dass <CAB = <ABC gilt. Dann konstruieren wir auf C
AB die Mittelsenkrechte m und betrachten die Geradenspiegelung an R
dieser Achse. Weil m durch den Mittelpunkt M von AB geht und auf AB A
senkrecht steht, wird bei der Geradenspiegelung an m der Punkt A auf B /! |
und B auf A abgebildet. Nun sind aber auch die beiden Winkel <CAB / y
und <ABC kongruent zueinander. Da AB' auf BAT und umgekehrt Z 1
BAYt auf ABT abgebildet wird, muss auch AC*T auf BCt und BCt A M B
auf ACT abgebildet werden. Weil AC™T die Spiegelachse schneidet, muss

auch BC™T durch diesen Schnittpunkt gehen. Nun haben aber ACT und BC* den Punkt C
gemeinsam. Folglich muss C auf der Spiegelachse m liegen, woraus AC' = BC' folgt. B

Die eben bewiesenen beiden Satze konnen wir zusammenfassen zum
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Satz 14 FEin Dreieck ist genau dann gleichschenklig, wenn es zwei zueinander kongruente
Innenwinkel hat.

Aus den beiden oben gefithrten Beweisen ergibt sich die

Folgerung: Die Winkelhalbierende des Innenwinkels an der Spitze eines gleichschenkligen
Dreiecks und die Mittelsenkrechte der Basis dieses Dreiecks fallen zusammen. Diese Gerade
ist die Symmetrieachse dieses Dreiecks.

Dariiber hinaus gelten die folgenden Sétze.

Satz 15 Jeder Auflenwinkel eines Dreiecks ist so grof§ wie die
Summe der beiden nicht anliegenden Innenwinkel.

Satz 16 In einem Dreieck liegt der gréfieren Seite der grofiere
Innenwinkel und dem gréfieren Innenwinkel die grofiere Seite ge-  a
gendtiber.

Satz 17 In einem Dreieck ist die Summe zweier Seiten immer gréfer als die dritte Seite.

Satz 18 In einem Dreieck ist die Differenz zweier Seiten immer kleiner als die dritte Seite.

8 Besondere Linien im Dreieck: Die Mittelsenkrechten,
die Winkelhalbierenden, die Hohen

Satz 19 Im Dreieck schneiden sich die Mittelsenkrechten in einem Punkt.

Beweis: ABC ist ein Dreieck, in dem wir
die Mittelsenkrechten m. und m, von AB
und BC' betrachten. Diese beiden Mittel-
senkrechten schneiden sich im Punkt S.
Weil S ein Punkt der Mittelsenkrechten
me ist, ist S von A und B gleich weit ent-
fernt (Satz 10). Da S aber auch ein Punkt
von my ist, ist S auch von B und C gleich
weit entfernt. Folglich gilt AS = CS, und
damit muss S auch auf der Mittelsenk-
rechten my von AC liegen. Damit schnei-
den sich die drei Mittelsenkrechten des
Dreiecks ABC' in einem Punkt. ll

Der Schnittpunkt S der drei Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC' ist damit auch von A, B
und C gleich weit entfernt. Folglich geht der Kreis um S, der durch A geht, auch durch B
und C'. S ist damit der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABC'. Auf diesen Sachverhalt gehen
wir im Kapitel 13 spater noch einmal ein.

Satz 20 Im Dreieck schneiden sich die Winkelhalbierenden in einem Punkt.
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Beweis: ABC ist ein Dreieck, in dem
wir die Winkelhalbierenden w, und wy
von <BAC und <ABC betrachten. Diese
beiden Winkelhalbierenden schneiden sich
im Punkt S. Weil S ein Punkt der Winkel-
halbierenden wy ist, ist S von ABT und
AC™t gleich weit entfernt (Satz 11). Da
S aber auch ein Punkt von wy ist, ist S
auch von BA™ und BC™ gleich weit ent-
fernt. Folglich gilt SL, = SL;, und damit
muss S auch auf der Winkelhalbierenden
w, von <ACB liegen. Damit schneiden
sich die drei Winkelhalbierenden des Dreiecks ABC' in einem Punkt. H

Der Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden des Dreiecks ABC' ist damit von AB, BC
und C'A gleich weit entfernt. Somit beriihrt der Kreis um S, der AB in L. beriihrt, auch die
anderen beiden Dreiecksseiten BC' und C'A. S ist damit der Inkreismittelpunkt des Dreiecks
ABC'. Auch auf diesen Sachverhalt gehen wir im Kapitel 13 spédter noch einmal ein.

Definition 14 (H6he) Ist ABC ein Dreieck, so nennt man die Lote von den Ecken des
Dreiecks auf die gegeniiber liegenden Dreiecksseiten (oder deren Verlingerungen) die Héhen
des Dreiecks.

Jedes Dreieck hat drei Hohen, von jedem Eckpunkt aus genau eine. Im Bild sind die Ho-
hen fiir spitzwinklige, rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke eingezeichnet. Speziell im
rechtwinkligen Dreieck fallen zwei dieser Hohen mit den Katheten des Dreiecks zusammen,
so dass nur eine echte Hohe zu erkennen ist. Diese Hohe auf der Hypotenuse bezeichnen wir
auch oft nur als die Hohe des rechtwinkligen Dreiecks.

Satz 21 Im Dreieck schneiden sich die Hohen in einem Punkt.

Beweis: Zum Beweis des Satzes betrachten wir ein Dreieck ABC'. Durch die Ecken des Drei-
ecks zeichnen wir die Parallele zur jeweils gegeniiber liegenden Dreiecksseite. Dabei entsteht
das neue Dreieck A’B’C’. Wir betrachten nun C auf A’B’. Weil ABC B’ aufgrund der Par-
allelitiiten ein Parallelogramm ist, ist AB = B’'C.* Ebenso ist ABA'C' ein Parallelogramm,
weswegen auch AB = C'A’ ist. Damit ist aber C' der Mittelpunkt von A’B’. Analog sind A
und B die Mittelpunkte von B'C’ bzw. C'A’.

Nun betrachten wir die die Mittelsenkrechten des Dreiecks A’ B’C’, die sich in einem Punkt S
schneiden (Satz 19). Weil die Mittelsenkrechte von A’ B’ durch C' geht und auf A’ B’ senkrecht
steht, ist sie auch senkrecht auf AB, also die Hohe durch C im Dreieck ABC'. Analog sind
die anderen beiden Mittelsenkrechten des Dreiecks A’ B’C’ Hohen im Dreieck ABC, woraus
sofort die Behauptung unseres Satzes folgt. B

4Vgl. Satz 30, die Kongruenz kann aber auch einfach iiber eine Verschiebung gefolgert werden

18



Neben den Mittelsenkrechten, Winkelhalbierenden und H6hen eines Dreiecks gehéren auch
noch die Seitenhalbierenden zu den besonderen Linien im Dreieck. Diese schneiden sich be-
kanntlich auch in einem Punkt, dem Schwerpunkt des Dreiecks. Auf diesen Sachverhalt kon-
nen wir im Rahmen dieses Skriptes erst spéter (Kapitel 17) eingehen, da wir zum Beweis
dieser Eigenschaft die Ahnlichkeitsséitze brauchen.

9 Kongruenzsatze fiir Dreiecke

Weil Dreiecke auch Figuren sind, ist klar, wann zwei Dreiecke kongruent zueinander sind (vgl.
Kapitel 2): Zwei Dreiecke ABC und A’B’'C’ sind genau dann kongruent zueinander, wenn es
eine Bewegung gibt, die ABC auf A’B’C’ abbildet.

Damit ist auch klar, dass die beiden zueinander kongruenten Dreiecke in den Seitenldngen
und den Grofen der Innenwinkel iibereinstimmen. Aber nicht nur darin, sie stimmen z.B.
auch im In- und Umkreisradius, im Flacheninhalt, in den Langen der Hohen, ... iiberein.

Zur Uberpriifung der Kongruenz zweier Dreiecke ist es aber oft umsténdlich, immer eine
Bewegung anzugeben, die das eine auf das andere Dreieck abbildet. Zur Vereinfachung dieser
Uberpriifung bei Dreiecken helfen uns die Kongruenzsiitze, die bereits aus dem Vergleich von
drei Stiicken (Seitenléingen oder Innenwinkel) beider Dreiecke auf die Kongruenz dieser beiden
Dreiecke schlieffen. Wir kennen diese Sitze aus der Schule und haben sie bei der Konstruktion
von Dreiecken aus gegebenen Stiicken oder auch bei Beweisaufgaben angewandt.

C
Satz 22 (Kongruenzsatz (sss)) Stimmen zwei Dreiecke

in ihren drei Seiten 1iberein, so sind die beiden Dreiecke B
kongruent zueinander.

Satz 23 (Kongruenzsatz (sws)) Stimmen zwei Dreie- c

cke in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen B
Winkel iiberein, so sind die beiden Dreiecke kongruent zu-

einander.

Satz 24 (Kongruenzsatz (wsw)) Stimmen zwei Drei-
ecke in einer Seite und den an dieser Seite anliegenden B
Innenwinkeln tberein, so sind die beiden Dreiecke kongru-

ent zueinander. B
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Satz 25 (Kongruenzsatz (Ssw)) Stimmen zwei Dreie-
cke in zwei Seiten und dem Innenwinkel, der der gréfieren
Seite gegendiber liegt, iberein, so sind die beiden Dreiecke
kongruent zueinander. B
A A
Natiirlich miissen die Kongruenzsétze auch bewiesen werden. Zum Beweis miissten wir jeweils
zeigen, dass aus den Voraussetzungen des jeweiligen Kongruenzsatzes auf eine Bewegung
geschlussfolgert werden kann, die das eine Dreieck auf das andere abbildet.

Wir wollen hier darauf hinweisen, dass auch (sww)® ein Kongruenzsatz ist, der oben nicht
erwahnt wurde. Der Grund dafiir ist, dass dieser Kongruenzsatz aus dem Kongruenzsatz
(wsw) folgt, weil die Summe der Innenwinkel im Dreieck 180° betrégt. Bei zwei gegebenen
Innenwinkeln ist der dritte immer automatisch bestimmt. Aus diesem Grund muss (sww) in
der euklidischen Geometrie nicht gesondert erwahnt werden.

Und noch eine Bemerkung zum Kongruenzsatz (Ssw). In den Voraussetzungen zu diesem
Satz wird verlangt, dass der gegebene Winkel der grofieren der beiden gegebenen Seiten
gegeniiber liegt. Dass diese Bedingung wichtig ist, wollen wir hier anhand der Konstruktion
eines Dreiecks ABC zeigen, bei dem |AB| = 5cm, |AC| = 3cm und |<ABC/| = 30° vorgegeben
sind. Damit liegt <ABC der kleineren der beiden gegebenen Seiten gegeniiber.

Wir konstruieren wie folgt: Zuerst zeichnen wir eine
Strecke AB mit der Linge 5cm. In B tragen wir an
diese Strecke den Winkel mit der Grofse 30° an. Auf
dem freien Schenkel dieses Winkels muss der Punkt
C liegen, der zu A den Abstand 3cm hat. Um die-
sen Punkt zu finden, zeichnen wir um A einen Kreis
mit diesem Radius. Dieser Kreis schneidet den freien
Schenkel des Winkels der Grofe 30° in zwei Punkten
C7 und Cs. Die beiden Dreiecke ABC7 und ABCy 5cm
sind offensichtlich nicht kongruent zueinander, erfiil-

len aber die gegebenen Voraussetzungen.

10 Satze tliber Vierecke

In diesem Abschnitt stellen wir Satze tuber Vierecke zusammen. Die Beweise dieser Satze
kénnen meist mit Hilfe der Kongruenzsétze gefiihrt werden.

Satz 26 Im Parallelogramm sind gegeniiber liegende Innen-

winkel kongruent. \J

Satz 27 (Umkehrung von Satz 26) Sind in einem Vier-
eck gegeniiber liegende Innenwinkel kongruent, so ist das
Viereck ein Parallelogramm.

Satz 28 Im Parallelogramm erginzen sich zwei Winkel, die
an einer Seite anliegen, zu 180°. D

Satz 29 (Umkehrung von Satz 28) Hat ein Viereck
etnen Innenwinkel, der sich mit seinen benachbarten Innen- S
winkeln jeweils zu 180° erganzt, dann ist das Viereck ein A

Parallelogramm.

5Stimmen zwei Dreiecke in einer Seite, einem an dieser Seite anliegenden und dem dieser Seite gegeniiber
liegenden Innenwinkel iiberein, so sind die beiden Dreiecke kongruent zueinander.
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Satz 30 Im Parallelogramm sind gegeniiber liegende Seiten gleich lang.

Satz 31 (Umkehrung von Satz 30) Sind in einem Viereck gegeniiber liegende Seiten gleich
lang, so ist das Viereck ein Parallelogramm.

Satz 32 Im Parallelogramm halbieren die Diagonalen ein-

D C
ander.
Satz 33 (Umkehrung von Satz 32) Halbieren sich die
Diagonalen in einem Viereck, dann ist das Viereck ein Par-
allelogramm. A B
C

Satz 34 Im Drachenviereck stehen die Diagonalen senkrecht D
aufeinander.
Satz 35 Im Rechteck sind die Diagonalen gleich lang. B

A

C
D C
Anmerkung: Die Umkehrung dieses Sat- D
zes gilt nicht, wie im Bild ganz rechts zu
sehen ist.
A B A B

Satz 36 Die Mittellinie im Trapez (Definition 5) ist parallel zu den D—=—-C
Grundseiten. /

d m b
Satz 37 Die Ldnge der Mittellinie tm Trapez ist gleich der halben /
Summe aus den Lingen der Grundseiten: m = aT‘FC A

a

11 Flacheninhalt

Ebenso wie die Langen von Strecken oder die Grofen von Winkeln wollen wir die Flédchen von
Polygonen, also von ebene Figuren, die durch endlich viele Strecken berandet sind, und von
einigen allgemeineren Figuren, also Punktmengen in der Ebene, messen. Der Flacheninhalt
|F’| einer Figur F ist wieder Produkt einer Flichenmafizahl a(F') und einer Flachenein-
heit.

Die Flécheneinheit leitet man meist aus einer vorgegebenen Langeneinheit ab, indem man
als Eichfigur ein Quadrat @ wahlt, dessen Seitenldngen eine Léngeneinheit betragen. Betragt
unsere Lingeneinheit etwa einen Zentimeter, so sind die Seiten von () einen Zentimeter lang
und die Flicheneinheit wird |Q| = lcm?, ein Quadratzentimeter, genannt. Entsprechend
erhélt man auch Quadratmillimeter (1mm?), Quadratmeter (1m?), Quadratkilometer (1km?)
u.s.w. Wir konnen die jeweils abgeleitete Fléacheneinheit dann auch als formales Produkt der
Lingeneinheit mit sich selbst betrachten: 1mm? = (Imm) - (Imm), lIcm? = (lcm) - (lem),
1m? = (1m) - (1Im), 1km? = (1km) - (1km). In abstrakteren Zusammenhingen ist es sinnvoll,
sich auf keine konkreten Léngen- oder Fldcheneinheiten festzulegen. Wir nutzen dann die
Abkiirzungen LE fiir die Ldngen- und FE fiir die abgeleitete Flacheneinheit und erhalten den
formalen Zusammenhang durch die Gleichung (1LE) - (1LE) = 1LE? = 1FE.

In Analogie zur Strecken- und Winkelmessung (Kapitel 3) muss auch die Flachenmafzahl die
folgenden drei Eigenschaften erfiillen:

21



e Wird ein Polygon P in zwei Teilpolygone P; und P; zerlegt, so gilt a(P) = a(P1)+a(P2)
(Additivitit).

e Sind P und P’ kongruente Polygone, so gilt a(P) = a(P’) (Bewegungstreue).

e Es gilt a(Q) = 1 (Eichung oder Normiertheit).

Uber das Auszihlen von Kistchen (in einem Rechteck und in der Eichfigur) und anschliefende
Ubertragung auf reelle Zahlen erhalten wir die Formel fiir den Flicheninhalt eines Rechtecks.

Satz 38 (Flichenformel fiir Rechtecke) Fiir ein Rechteck R mit den Seitenlingen a und
b gilt |R| = ab.

Betrachten wir nun ein Parallelogramm P = ABCD. Bezeichnen wir AB als Grundseite g
(mit der Lénge g), dann ist die Lénge des Lotes von D (oder von C) auf die Gerade g(AB)
die Hohe h dieses Parallelogramms beziiglich der Grundseite g. Der Fufpunkt L des Lotes
von D auf g(AB) kann zur Strecke AB, also zu g, gehoren oder aufserhalb von g liegen.

D c D c c o
h h
d d “
A L g B L A g B B’ L B”

Gehort L zu g und féllt L mit A zusammen, dann ist P sogar ein Rechteck und fiir den
Flacheninhalt von P ergibt sich sofort |P| = gh.

Liegt L innerhalb von g oder ist L = B, so betrachten wir das Dreieck ALD, das mit der
Verschiebung um B in das Dreieck BL'C' verschoben wird. Weil L" auf g(AB) liegt und bei
L’ ein rechter Winkel ist, ist LL'C'D ein Rechteck, das zum Parallelogramm P flachengleich
ist. Es gilt also |P| = gh.

Gehort L nicht zu g und nehmen wir o.E.d.A. an, dass B zwischen A und L liegt. Dann
verschieben wir ABCD n mal mit )\E, A =1,2,...,n, so lange, bis L innerhalb von AB™
liegt. Dabei bezeichnen wir mit B den Bildpunkt von B nach der n-ten Verschiebung.
Im Bild oben ist n = 2 (B® = B"). Nun ist AB™CM™ D ein Parallelogramm, das aus
n + 1 Parallelogrammen besteht, die jeweils kongruent zu ABCD sind. Damit kénnen wir
den Flicheninhalt so berechnen, wie wir es oben iiberlegt haben: |[ABM™ (™ D| = |AB™)| . h.
Weil |[AB™C™D| = (n + 1)|ABCD| und |[AB™| = (n + 1) - |AB| gilt, ergibt sich |P| =
|ABCD| = gh. Damit gilt der folgende

Satz 39 (Flichenformel fiir Parallelogramme) Fir ein Parallelogramm P mit Grund-
seitenlinge g und Hohe h dber der Grundseite gilt |P| = gh.

Die Formel fiir den Fliacheninhalt eines Dreiecks D kénnen wir aus
der Formel fiir den Flacheninhalt eines Parallelogramms ableiten. C
Bezeichnen wir mit g eine Seite eines Dreiecks und mit M den
Seitenmittelpunkt einer anderen Dreiecksseite. Nun drehen wir
das Dreieck um M durch 180°. Das Original- und das Bilddrei-
eck bilden zusammen ein Parallelogramm P. Da beide Dreiecke
flichengleich sind, muss |D| = %]P[ gelten. Damit gilt der

Satz 40 (Flachenformel fiir Dreiecke) Fir ein Dreieck D
mit Grundseitenlinge g und Hohe h dber der Grundseite gilt
|D| = 39h.
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12 Der Satz des Pythagoras und seine Umkehrung

Der Satz des Pythagoras, den wir alle aus der Schule sehr gut kennen, war bereits vor Py-
THAGORAS (um 550 v.u.Z.) bekannt.

Satz 41 (Satz des Pythagoras) In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathetenlingen
a, b und der Linge ¢ der Hypotenuse gilt ¢ = a® + b2.

Beweis: ABC ist ein bei C' rechtwinkliges Dreieck mit den Seitenléingen _ a B
a, bund c. Dann kann man jeweils vier zueinander kongruente Exempla-

re dieses Dreiecks auf verschiedene Weise in ein Quadrat der Seitenlédnge ©

a + b einpassen. Die Bilder zeigen zwei solche Moglichkeiten.

Im linken Bild wird von den vier Dreiecken
ein Quadrat mit der Seitenlénge ¢ nicht be-
deckt, im rechten Bild sind es zwei Quadra-
te, eins mit der Seitenlédnge a und eins mit
der Seitenldnge b, die von den vier Dreie-
cken nicht bedeckt werden.

Da die beiden grofen Quadrate flachengleich
sind, miissen auch die Restfiguren gleiche
Fliache haben, d.h., es gilt ¢ = a®> + 0. A

Wir mochten an dieser Stelle noch erwahnen, dass der Satz des Pythagoras wohl derjenige
Satz der Mathematik ist, der die meisten Beweise hat. Wer mehr dazu wissen mochte, kann
sich z.B. in [2], [5] oder [10] informieren.

Die Umkehrung des Satzes des Pythagoras nutzten bereits dgyptische Seilspanner (Harpedo-
napten) ca. 2000 Jahre vor PYTHAGORAS, um rechte Winkel zu erzeugen, wie sie z.B. beim
Bau von Pyramiden gebraucht werden. Auch im alten Indien und China war der Satz bereits
vor PYTHAGORAS bekannt.

Die dgyptischen Seilspanner benutzten ein, zu einem Ring
geschlossenes Seil, das durch 12 Knoten in 12 gleichlange /4
Abschnitte eingeteilt war. Anschlieflend wurde dieser Seil-

ring von drei Knoten aus straff gezogen, so dass sich zwi- . .
schen diesen Knoten 3, 4 und 5 Seilabschnitte befanden. Auf

diese Weise bildete sich ein rechter Winkel, der z.B. zum Ab-
stecken von Feldern genutzt werden konnte. '

Die drei natiirlichen Zahlen 3, 4 und 5 heifen auch pythagoreisches Zahlentripel, weil
32 + 42 = 52 gilt. Neben diesem pythagoreischen Zahlentripel gibt es beliebig viele solche
Tripel natiirlicher Zahlen, z.B. (6, 8, 10), (15, 112, 113), ... . Rechtwinklige Dreiecke mit
rationalen Seitenverhéltnissen heiften auch pythagoreische Dreiecke.

Satz 42 (Umkehrung des Satzes des Pythagoras) Gilt fir die Seitenlingen eines Drei-
ecks, dass die Summe der Quadrate von zwei Seitenlingen gleich dem Quadrat der dritten
Seitenlinge ist, dann ist das Dreieck rechtwinklig.

Beweis: ABC sei ein Dreieck, das die Voraussetzungen des Satzes erfiillt. Nun betrachten
wir einen beliebigen rechten Winkel mit Scheitelpunkt C’ und konstruieren auf dem ersten
Schenkel einen Punkt A’ durch Abtragung der Strecke C' A und auf dem zweiten Schenkel einen
Punkt B’ durch Abtragung von C'B. Nach Konstruktion gilt |[A'C’| = |AC| und |B'C’| =
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|BC|. Da das Dreieck A’ B’C’ rechtwinklig ist, gilt nach dem Satz des Pythagoras |A’B’|? =
|B'C'|> + |A'C')? = |BC|? + |AC|* = a® + V*.

Andererseits wissen wir nach Voraussetzung, dass |[AB|? = ¢? = a? + b? ist. Daraus folgt
|A’B’| = |AB| und die Dreiecke ABC und A’B’C’ erfiillen die Voraussetzungen des Kongru-
enzsatzes (sss) (Satz 22), sind also kongruent. Insbesondere hat das Dreieck ABC' dann einen
rechten Winkel bei C, weil das Dreieck A’ B’C” nach Konstrunktion einen rechten Winkel bei
C’ hat. B

13 Satze am Kreis

In diesem Abschnitt spielt der Kreis eine zentrale Rolle. Auch hier stellen wir die relevanten
Definitionen und Sétze der elementaren Schulgeometrie zusammen.

Definition 15 (Kreis) Unter einem Kreis verstehen wir die Menge aller Punkte, die von
einem festen Punkt M, dem Mittelpunkt des Kreises, einen konstanten Abstand r, den
Radius, haben.

Die Verbindungsstrecke vom Mittelpunkt
zu einem Kreispunkt heifft ebenfalls Ra-
dius, die von zwei beliebigen Kreispunk-
ten Sehne. Eine Sehne durch den Mit-
telpunkt des Kreises heifit Durchmesser
des Kreises. Der Radius (und seine Lénge)
eines Kreises wird im Allgemeinen mit r
und der Durchmesser (und seine Lénge)
mit d bezeichnet. Dann gilt r = g
Eine Gerade, die den Kreis in zwei Punkten schneidet, heifst Sekante.

Eine Sekante durch den Mittelpunkt heiftt Zentrale.

Eine Gerade, die mit dem Kreis genau einen Punkt gemeinsam hat, heifit Tangente.
Eine Gerade, die mit dem Kreis keine Punkte gemeinsam hat, heifst Passante.

Weiter teilen zwei Punkte A und B den Kreis in zwei Tei-
le ein. Wir betrachten in der Regel immer den kleineren
der beiden Teile und bezeichnen diesen als Bogen AB. Ein
Winkel <ACB, bei dem die drei Punkte A, B, C auf ei-
nem Kreis k liegen, heifst Peripheriewinkel {iber AB. Der
Winkel <AM B, den A und B mit dem Kreismittelpunkt M
bilden, heilt Zentriwinkel iiber AB. Betrachten wir noch
die Tangente ¢ in A an den Kreis k, so bildet diese Tangente
mit der Sehne A B den Sehnentangentenwinkel. Der Radi-
us M A vom Mittelpunkt des Kreises zum Beriihrungspunkt
der Tangente mit dem Kreis heiftt Beriihrungsradius der
Tangente.

Satz 43 Der Beriihrungsradius steht senkrecht auf der Tan-
gente an einen Kreis.

Beweis: Wir betrachten eine Gerade t, die Tangente an den
Kreis k ist. Dann hat ¢ mit & nur den Punkt 77 gemeinsam
und MT ist der Beriihrungsradius.
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Nun nehmen wir an, dass der Winkel ¢, den die Tangente mit dem Beriihrungsradius ein-
schliefst, kein rechter Winkel ist. Dann zeichnen wir das Lot von M auf die Tangente und
bezeichnen den Lotfufpunkt mit L. Nun spiegeln wir an diesem Lot, wobei der Kreis und die
Tangente auf sich und der Punkt 77 auf 75 abgebildet wird. Es ist dann MT, = MT; und
folglich hat ¢ mit k& aufter den Punkt 77 noch einen weiteren Punkt 75 gemeinsam. Damit ist
t aber keine Tangente, im Widerspruch zur Voraussetzung. B

Satz 44 Die Mittelsenkrechte auf einer Sehne geht durch den
Mittelpunkt des Kreises und halbiert den Zentriwinkel.

Satz 45 Sehnen gleicher Linge haben den gleichen Abstand zum
Kreismittelpunkt.

Satz 46 (Zentri-Peripheriewinkel-Satz) Der Zentriwinkel
ist doppelt so grofi wie der Peripheriewinkel iber dem gleichen
Bogen.

Aus dem Zentri-Peripheriewinkel-Satz ergibt sich sofort der fol-
gende

Satz 47 (Peripheriewinkelsatz) Peripheriewinkel tber dem-
selben Bogen sind kongruent.

Satz 48 (Umkehrung von Satz 47) Liegen tber einer Stre-
cke AB (A # B) zwei kongruente Winkel <AC1B und <AC2B,
so liegen A, B, C1 und Cs auf einem Kreis.

Satz 49 (Satz des Thales) Jeder Peripheriewinkel iber einem
Durchmesser eines Kreises ist ein rechter Winkel.

Anmerkung: Fassen wir den Durchmesser eines Kreises auch als
eine Sehne dieses Kreises auf, so konnen wir zu diesem Durchmes-
ser auch Peripheriewinkel betrachten. Der zugehorige Zentriwin-
kel hat eine Grofe von 180°. Damit ordnet sich aber der Satz des
Thales als Spezialfall in den Zentri-Peripheriewinkel-Satz (Satz
46) ein.

Satz 50 (Umkehrung von Satz 49) Ist ABC ein bei C recht-
winkliges Dreieck, so liegt C' auf dem Kreis um den Mittelpunkt
von AB durch A.
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Satz 51 (Sehnentangentenwinkelsatz) Der Sehnentangen-
tenwinkel ist kongruent zu dem Peripheriewinkel uber demselben

Bogen.

Definition 16 (Umkreis) Der Kreis, der durch die drei
Eckpunkte eines Dreiecks geht, heifit Umbkreis des Dreiecks.

Anmerkung: Jedes Dreieck besitzt genau einen Umkreis.

Definition 17 (Inkreis) Der Kreis, der die drei Seiten ei-
nes Dreiecks von innen berihrt, heifst Inkreis des Dreiecks.

Anmerkung: Jedes Dreieck besitzt genau einen Inkreis.

Definition 18 (Ankreis) FEin Kreis, der eine Dreiecksseite
von auflen und die Verlingerungen der anderen beiden Seiten
von innen beriihrt, heiffit Ankreis des Dreiecks.

Anmerkung: Jedes Dreieck hat drei Ankreise.

Wie wir bereits aus Satz 19 bzw. 20 wissen, hat jedes Drei-
eck genau einen Umkreis und genau einen Inkreis. Der Mit-
telpunkt des Umkreises ist der Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten und der Mittelpunkt des Inkreises ist der Schnitt-
punkt der Winkelhalbierenden des Dreiecks.

Fiir Vierecke kann man auch die Begriffe Um- und Inkreis
festlegen. Fin Umkreis ist dann in Analogie zum Dreieck ein
Kreis, der durch alle vier Ecken des Vierecks geht — wir be-
zeichnen solche Vierecke als Sehnenvierecke (Definition 19).

M
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Ein Inkreis ist entsprechend ein Kreis, der alle vier Seiten des Vierecks von innen beriihrt —
wir bezeichnen solche Vierecke als Tangentenvierecke (Definition 20).

Im obigen Sinne hat ein Rhombus, der von einem Quadrat verschieden ist, keinen Umbkreis

und ein (echtes) Rechteck keinen Inkreis.

Definiert man allerdings den Umkreis eines Vierecks als den
kleinsten Kreis, der das Viereck enthéalt, und den Inkreis als
den grofsten Kreis, der in einem Viereck enthalten ist, dann
hat jedes Viereck einen Um- und einen Inkreis. Der Umkreis
ist dann eindeutig bestimmt, wahrend das fiir den Inkreis
nicht gilt, wie es das Beispiel eines (echten) Rechteckes zeigt.

Definition 19 (Sehnenviereck) FEin Viereck, dessen Sei-
ten Sehnen eines Kreises sind, heiffit Sehnenviereck.

Satz 52 In jedem Sehnenviereck ergdnzen sich die Gegen-
winkel zu 180°.

Satz 53 (Umkehrung von Satz 52) Erginzen sich zwei

Gegenwinkel in einem Viereck zu 180°, so ist das Viereck
ein Sehnenviereck.
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Satz 54 Zeichnet man von einem Punkt aufSerhalb eines Kreises
die Tangenten an diesen Kreis, so sind die entstehenden Tangen-
tenabschnitte gleichlang.

Definition 20 (Tangentenviereck) FEin Viereck, dessen Sei-
ten Tangenten an einen Kreis sind, heiffit Tangentenviereck. D,

Satz 55 In jedem Tangentenviereck ist die Summe zweier gegen-
tiber liegender Seitenlingen gleich der Summe der anderen beiden
Seitenldngen.

Satz 56 (Umkehrung von Satz 55) Ist in einem konveren
Viereck ABCD die Summe von gegeniiber liegenden Seitenldn-
gen gleich, dann ist das Viereck ein Tangentenviereck.

Anmerkung: Die im Satz gemachte Einschrankung auf die Be-
trachtung konvexer Vierecke ist notwendig, wie das nebenstehen-
de Bild eines konkaven Vierecks zeigt. Obwohl die Summe gegen-
iiber liegender Seitenldngen gleich ist, handelt es sich nicht um
ein Tangentenviereck.

>

14 Umfang und Flacheninhalt eines Kreises

Sowohl die Formel zur Berechnung des Umfanges als auch die fiir den Flidcheninhalt eines
Kreises sind aus der Schule bekannt.

Die Umfangsformel wird oft experimentell hergeleitet, indem man
den Umfang und den Durchmesser von verschiedenen Kreisen

alc

misst. Diese Messergebnisse werden tabellarisch erfasst und dann Suppentelier

das Verhéltnis aus Umfang und Durchmesser gebildet. Dabei wird  Kaffeetasse

festgestellt, dass dieses Verhéltnis bei allen Kreisen etwa gleich

ist und einen Wert von ca. 3,1 annimmt.% Dieser Wert wird als  Fahrradrad

Kreiszahl m bezeichnet und man teilt mit, dass # = 3, 14... eine

irrationale Zahl ist. Damit wird eine Formel fiir den Umfang eines Kreises motiviert, deren
exakte Begriindung auf der letzten Fufnote beruht.

Satz 57 (Umfang eines Kreises) Istk ein Kreis mit dem Radius r bzw. dem Durchmesser
d, so gilt fiir den Umfang u dieses Kreises u = 2nr bzw. u = 7d.

Eine exakte Bestimmung von 7 ist z.B. mdglich, wenn man man in einen Kreis mit gege-
benem Radius regelméfige Vielecke einbeschreibt und den zugehorigen Umfang berechnet.
Lasst man die Eckenzahl immer grofer werden, dann nahert sich der Umfang des Vielecks
immer mehr dem Kreisumfang an. Diese Uberlegungen bleiben aber den entsprechenden fach-
mathematischen Lehrveranstaltungen vorbehalten.

5Weil alle Kreise untereinander dhnlich sind, folgt natiirlich auch sofort, dass der Quotient aus Umfang
und Durchmesser eines Kreises eine Konstante sein muss. Die Ahnlichkeit von Figuren besprechen wir aber
erst im néchsten Abschnitt.
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Auch die Formel fiir den Fléacheninhalt eines Kreises & mit dem Radius r kann anschaulich
gut hergeleitet werden. Dazu wird der Kreis in n gleichgrofse Ausschnitte (,,Tortenstiicke®)
eingeteilt, entsprechend zerschnitten und neu zusammengesetzt, wie es im Bild gezeigt ist.
Halbiert man nun auch noch das erste Stiick und setzt es passend an das letzte, so entsteht
fast ein Rechteck, bei dem eine Seite die Lange r und die andere die Linge des halben
Kreisumfanges 5 hat. Erhcht man auch hier die Anzahl der Kreisausschnitte, so néhert sich
die zusammengesetze Figur immer besser einem Rechteck mit den genannten Seitenldngen

an. Folglich gilt |k| =7 % =1 22" = 7r2.

e

Satz 58 (Flicheninhalt eines Kreises) Ist k ein Kreis mit dem Radius r, so gilt fir den
Flicheninhalt dieses Kreises |k| = mr? bzw. |k| = tnd®.

15 Ahnlichkeit und Strahlensitze

Bei der Einfithrung der Kongruenz von Figuren spielte eine besondere
Sorte von Abbildungen, die Bewegungen (Verschiebungen, Drehungen,
Geradenspiegelungen und Hintereinanderausfithrungen dieser Bewe-
gungen), eine wichtige Rolle. Analog wird jetzt bei der Einfithrung
der Ahnlichkeit von zwei Figuren ebenfalls eine besondere Abbildung,
die zentrische Streckung, eine wichtige Rolle spielen.

Zur Erinnerung: Eine zentrische Streckung ist durch einen Punkt
7, das Streckzentrum, einen Originalpunkt P(# Z) und einen zu-
gehorigen Bildpunkt P/(# Z), wobei Z, P und P’ auf einer Geraden
liegen, festgelegt.

@ sei ein weiterer Punkt, der nicht auf g(ZP) liegt. Der Bildpunkt @’ von @ ist zu bestim-
men. Dazu zeichnen wir die Gerade durch Z und ) und bestimmen den Schnittpunkt dieser
Geraden mit der Parallelen durch P’ zu P(Q. Dieser Schnittpunkt ist der gesuchte Bildpunkt
Q'

Liegt @ jedoch auf der Geraden durch Z und P, so wihlen wir einen weiteren Punkt H, der
nicht auf dieser Geraden liegt und bestimmen den zugehorigen Bildpunkt H’. Anschlieffend
bilden wir Q mit der durch Z und H, H’ bestimmten zentrischen Streckung ab.
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Zu beachten ist noch, dass das Zentrum Z bei einer zentrischen Streckung immer auf sich
abgebildet wird. Es gilt also Z’ = Z. Der Punkt Z ist der Fixpunkt dieser Abbildung.

Definition 21 (Ahnlichkeitsabbildung) FEine Ahnlichkeitsabbildung ist eine Hinter-
einanderausfiihrung von endlich vielen Bewegungen und zentrischen Streckungen.

Definition 22 (Ahnlichkeit) Zwei Figuren F| und Fy heiffen @hnlich zueinander, Fy ~ Fy,
wenn es eine Ahnlichkeitsabbildung gibt, die Fy auf Fy abbildet.

Eine zentrale Rolle bei der Behandlung der Ahnlichkeit spielen die Strahlensitze.

Satz 59 (erster Strahlensatz) Werden zwei
sich schneidende Geraden durch zwet parallele
Geraden (die nicht durch den Schnittpunkt der
gegebenen  Geraden wverlaufen) geschnitten, so
verhalten sich die Ldngen der Abschnitte auf der
ersten Geraden wie die Lingen der entsprechenden
Abschnitte auf der zweiten Geraden.

Satz 60 (zweiter Strahlensatz) Werden zwei
sich schneidende Geraden durch zwei parallele
Geraden (die nicht durch den Schnittpunkt der
gegebenen  Geraden wverlaufen) geschnitten, so
verhalten sich die Lingen der Parallelenabschnitte
wie die Lingen der entsprechenden Abschnitte auf
einer der geschnittenen Geraden.

Wir moéchten auf eine wichtige Konsequenz hinweisen:

Folgerung: Haben drei Geraden einen gemeinsamen Schnittpunkt und werden sie von zwei
parallelen Geraden (die nicht durch diesen Schnittpunkt verlaufen) geschnitten, so verhalten
sich die Lingen der Abschnitte auf der einen Parallelen wie die Lingen der Abschnitte auf
der zweiten Parallelen.

Die letzte Behauptung ist offenbar dquivalent zu % = ‘ﬁégﬂ (siehe

Abbildung) und folgt deshalb aus dem zweiten Strahlensatz mittels
|A'B'| _|ZB'| _|B'C’|
|AB|  |ZB|  |BC|’

Man kann die Strahlensétze auch so lesen: Werden zwei sich schnei-
dende Geraden von zwei weiteren Geraden geschnitten, so folgt aus der
Parallelitét der beiden Schnittgeraden die Identitdt gewisser Langenver-
héltnisse. Folgt aber auch umgekehrt aus der Gleichheit der Verhéltnisse die Parallelitdt der
Schnittgeraden? Diese Frage erfordert eine differenzierte Antwort.

Satz 61 (Umkehrung des ersten Strahlensatzes) Werden zwei Strahlen mit gemeinsa-
mem Anfangspunkt von zwei Geraden (die nicht durch diesen Anfangspunkt verlaufen) ge-
schnitten, so dass sich die Lingen der Abschnitte auf dem ersten Strahl wie die Lingen der
entsprechenden Abschnitte auf dem zweiten Strahl verhalten, dann sind die Geraden parallel.

Anders als beim ersten Strahlensatz, bei dem zwei Geraden von
zwei parallelen Geraden geschnitten werden, haben wir in der For-
mulierung der Umkehrung nur zwei Strahlen mit zwei Geraden
geschnitten. Die Abbildung zeigt, dass diese Einschrankung wirk-

lich wichtig ist: Obwohl die Identitit %%%%:: LZB'] 6ilt, sind die

N |ZB|
Geraden g(A’B’) und g(AB) nicht parallel.
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Die Umkehrung des zweiten Strahlensatzes ist nicht einmal rich-
tig, wenn man sich auf geschnittene Strahlen beschrankt. In der

Abbildung gilt |f4g“ |‘ZZ’144|‘ aber g(A’B’) und g(AB) sind nicht

parallel.

Abschliefsend wollen wir noch auf eine wichtige Eigenschaft der
Ahnlichkeitsabbildungen hinweisen.

Satz 62 (Winkeltreue der Ahnlichkeitsabbildungen) Jede Ahnlichkeitsabbildung bildet
Winkel stets auf dazu kongruente Winkel ab.

Aufgrund der Strahlensétze konnen wir jeder zentrischen Streckung, und damit auch jeder
Ahnlichkeitsabbildung, eine reelle Zahl A, den Streckfaktor oder Ahnlichkeitsfaktor, zu-

ordnen: \ = ‘|ZP\| Dies ist sinnvoll, da fiir jedes beliebige Paar X und X’ auch |‘ZX|| = \ist

und weiterhin auch fiir jede Original- und Bildstrecke || 2 X‘| = A gilt.

16 Ahnlichkeitssitze fiir Dreiecke

Im Kapitel 9 haben wir Kriterien fiir die Kongruenz von besonders wichtigen Figuren, ndmlich
von Dreiecken, kennengelernt. Entsprechende Uberlegungen stellen wir nun fiir die Ahnlich-
keit von Dreiecken an. Sind zwei Dreiecke dhnlich, so haben einander entsprechende Seitenléan-
gen dasselbe Verhéltnis und einander entsprechende (Innen-)Winkel sind kongruent. Welche
Identitaten von Léngenverhéltnissen oder welche Winkelkongruenzen sichern aber umgekehrt
die Ahnlichkeit zweier Dreiecke? Diese Frage beantworten die Ahnlichkeitssitze. Wir sagen
hier, dass die Seiten a und b eines Dreiecks ABC mit den Seiten o’ und b’ eines Dreiecks
A'B'C" im gleichen Léngenverhiltnis stehen, wenn fiir ihre Léngen die Gleichung < 2 — b—/
gilt.

Satz 63 (Ahnlichkeitssatz (ww)) Haben zwei Drei-
ecke zwei Paare kongruenter Winkel, so sind die Dreie- C
cke dhnlich. &

Satz 64 (Ahnlichkeitssatz (sss)) Stehen alle drei a
Seiten zweier Dreiecke im gleichen Lingenverhdltnis, so C
sind die Dreiecke dhnlich. \b B’

B XC

Satz 65 (Ahnlichkeitssatz (sws)) Stehen zwei Sei- c
tenpaare zweier Dreiecke im gleichen Ldngenverhdltnis

und sind die eingeschlossenen Winkel kongruent, so sind
die Dreiecke dhnlich. b Ab B

XC
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Satz 66 (Ahnlichkeitssatz (Ssw)) Stehen zwei Sei- c
tenpaare zweier Dreiecke im gleichen Ldngenverhdltnis
und sind die der davon jeweils grofieren Seite gegeniiber
liegenden Winkel kongruent, so sind die Dreiecke dhn- b B

lich.

17 Besondere Linien im Dreieck: Die Seitenhalbierenden

Zu den besonderen Linien im Dreieck gehoren insbesondere die Mittelsenkrechten, die Win-
kelhalbierenden, die Hohen und die Seitenhalbierenden. Von den Mittelsenkrechten, den Win-
kelhalbierenden und den Hohen eines beliebigen Dreiecks haben wir bereits gezeigt, dass sich
die entsprechenden Linien jeweils in einem Punkt schneiden (Sétze 19, 20 und 21). Nachdem
wir die Strahlensétze zur Verfiigung haben, kénnen wir auch den entsprechenden Satz iiber
die Seitenhalbierenden eines Dreiecks beweisen.

Definition 23 (Seitenhalbierende) Ist ABC ein Dreieck, so nennt man die Verbindungs-
strecken von den Ecken des Dreiecks zu den Mittelpunkten der gegentiber liegenden Dreiecks-
seiten die Seitenhalbierenden des Dreiecks.

Satz 67 (Seitenhalbierende im Dreieck) Im Dreieck schneiden sich die Seitenhalbieren-
den in einem Punkt. Dieser Schnittpunkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhdltnis 2 : 1.

Beweis: ABC sei ein beliebiges Dreieck. Wir @ c
betrachten die beiden Seitenhalbierenden von Mb Mb

AC und BC, die sich im Punkt S schneiden. M, ' Ma »

und M, sind die Mittelpunkte von AC und BC. A A 4\
Durch Anwendung der Umkehrung des ersten B Mc B

Strahlensatzes (Satz 61) und anschliefiend des
zweiten Strahlensates (Satz 60), jeweils mit Zentrum C, erhalten wir die Parallelitidt von

MyM, zu AB und |MyM,| = 3|AB|. Daraus ergibt sich mit dem ersten Strahlensatz (Satz
59), diesmal mit Zentrum S, dass g]‘\ﬂ' = % = % ist. Der Punkt S teilt damit die beiden

Seitenhalbierenden AM, und BM, im Verhéaltnis 2 : 1.

Nehmen wir nun die dritte Seitenhalbierende hinzu, die C' mit dem Mittelpunkt M. von
AB verbindet. Den Schnittpunkt von C'M, mit BM), bezeichnen wir mit S*. Mit den selben
Uberlegungen von oben folgt, dass S* sowohl C'M, als auch BM,, im Verhiltnis 2 : 1 teilt.
Da aber BM;, bereits von S in diesem Verhéltnis (immer vom Eckpunkt aus) geteilt wird,
muss S* = § sein. Damit schneiden sich die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks in genau
einem Punkt. Dieser Schnittpunkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1. H

Den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden eines Dreiecks nennt man auch den Schwerpunkt
des Dreiecks.
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18 Satzgruppe des Pythagoras

Neben dem Satz des Pythagoras (Satz 41), den wir bereits
bewiesen haben, gehéren noch der Héhensatz und der Kathe-
tensatz zur Satzgruppe des Pythagoras. Wir betrachten ein
bei C' rechtwinkliges Dreieck ABC, in dem wir die Hohe von
C auf AB einzeichnen. H bezeichnet den Hohenfufspunkt auf
AB. Durch H wird die Hypotenuse in zwei Abschnitte der
Léangen p = |BH| und ¢ = |AH| eingeteilt.

Durch das Einzeichnen der Hohe h wird das grofse rechtwinklige Dreieck ABC' in zwei klei-
nere rechtwinklige Dreiecke AHC und CHB zerlegt. Wegen des Ahnlichkeitssatzes (ww)
(Satz 63) sind diese drei Dreiecke &dhnlich zueinander. Daher stimmen auch entsprechende
Seitenverhéltnisse {iberein.

Aus AHC ~ CHB folgt % = £ und damit > = p- q.

Aus AHC ~ ACB folgt
Aus CHB ~ ACB folgt

und damit b = ¢ - c.

b
c
a
c

Q3 SR

und damit a® = p - c.

Damit haben wir aber die Beziehungen fiir die Hohe und die Katheten eines rechtwinkligen
Dreiecks hergeleitet und es gelten die beiden folgenden Sétze.

Satz 68 (Hohensatz) In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat der Linge der Hihe
auf die Hypotenuse gleich dem Produkt den Ldngen der Hypotenusenabschnitte.

Damit eignet sich der Hohensatz z.B. fiir die Kon-
struktion eines Quadrates, das flichengleich zu ei-
nem gegebenen Rechteck ist. Folglich kénnen wir
damit auch Strecken der Lange y/n konstruieren,
wenn wir z.B. ein Rechteck mit den Seitenldngen
1 und n wahlen.

Satz 69 (Kathetensatz) In jedem rechtwinkli-
gen Dreieck ist das Quadrat einer Kathetenlinge gleich dem Produkt aus der Linge der Hy-
potenuse und der Linge des an der Kathete anliegenden Hypotenusenabschnittes.

Wie im Bild zu sehen ist, ergibt sich aus der Anwendung des Kathetensatzes auf beide
Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks sofort auch der Satz des Pythagoras.

Es lassen sich auch Umkehrungen zu den letzten beiden Sétzen formulieren.
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Satz 70 (Umkehrung des Hohensatzes) In einem Dreieck ABC' teile der Fufpunkt H
der durch C verlaufenden Hohe die Seite AB in zwei Strecken der Langen |AH| = q und
|BH| = p. Gilt fiir die Héhenlinge h = |CH| die Gleichung h®> = pq, so ist das Dreieck
rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C'.

Beweis: Wir schneiden den Thaleskreis iiber der Strecke

AB (also den Kreis um den Mittelpunkt von AB durch die C
Punkte A und B) mit dem Strahl HC" und nennen den

Schnittpunkt C”.

Nach dem Satz des Thales (Satz 49) hat das Dreieck ABC’

einen rechten Winkel bei C’. Fiir seine Hohe C'H gilt nach A [
dem Hohensatz |C'H|? = pq. Nach Voraussetzung gilt aber H c
auch h? = pq und wir erhalten |C’H| = h = |CH|. Dem- B

nach gilt ¢’ = C und unser vorgegebenes Dreieck ABC' ist
identisch mit dem konstruierten rechtwinkligen Dreieck ABC’. B

Satz 71 (erste Umkehrung des Kathetensatzes) In einem Dreieck ABC teile der Fufs-
punkt H der durch C' verlaufenden Héhe die Seite AB in zwei Strecken der Lingen |AH| = q
und |BH| = p. Gilt fiir die Seitenlingen a = |BC|, b = |AC| und ¢ = |AB| wenigstens eine
der Gleichungen a® = pc oder b*> = qc, so ist das Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei

C.

Beweis: Wir setzen die Gleichung a?> = pc voraus. (Der Fall b2 = gc kann véllig analog
behandelt werden.)

Wieder gewinnen wir den Punkt C” als Schnitt des Thaleskreises tiber AB mit dem Strahl
HC™" (vgl. vorige Abbildung) und erhalten nach dem Satz des Thales ein Dreieck ABC’
mit rechtem Winkel bei C’. Fiir dieses Dreieck liefert der Kathetensatz |BC’|? = pc. Wegen
der Voraussetzung a? = pc folgt nun |BC’| = a = |BC|. Also sind sowohl C’ als auch
C' Schnittpunkte des Kreises um B vom Radius a mit dem Strahl HC™. Da es nur einen
solchen Schnittpunkt gibt, erhalten wir C’ = C und unser vorgegebenes Dreieck ABC' ist
identisch mit dem konstruierten rechtwinkligen Dreieck ABC’. B

Satz 72 (zweite Umkehrung des Kathetensatzes) In einem Dreieck ABC mit den Sei-
tenlingen a = |BC|, b = |AC| und ¢ = |AB]| teile ein Punkt D die Seite AB in zwei Strecken
der Lingen q = |AD| und p = |BD|. Wenn beide Gleichungen a® = pc und b*> = qc gelten,
dann ist das Dreieck rechtwinklig mit rechtem Winkel bei C.

Beweis: Da AB in AD und BD geteilt ist, folgt ¢ = |AB| = |AD|+ |BD|=q+p=p+gq.
Unsere Voraussetzung liefert a?+b% = pc+qc = (p+¢)c = c. Nun kénnen wir die Umkehrung
des Satzes des Pythagoras anwenden und erhalten die gewiinschte Rechtwinkligkeit. Bl

19 Ebene Trigonometrie

Die Winkelfunktionen Sinus und Kosinus kann man fiir
Winkelgrofen ¢ zwischen 0° und 90° an rechtwinkligen Drei-
ecken geometrisch einfithren: Man betrachte dazu ein recht-
winkliges Dreieck mit Hypotenusenldnge 1(LE) und einem
an der Hypotenuse anliegenden Winkel der Groéfse . Nach
dem Satz iiber die Innenwinkelsumme hat der andere Innen- Cos ¢

winkel an der Hypotenuse die Grofe 90° — ¢ und man kann so ein Dreieck durch Abtragung

sin ¢
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solcher Winkel an einer Strecke der Lénge 1(LE) konstruieren. Nach dem Kongruenzsatz
(wsw) ist das Dreieck bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.

Damit sind auch die beiden Kathetenléngen fixiert. Die Mafzahl der dem Winkel ¢ gegeniiber
liegenden Kathete nennen wir sin ¢, die der anliegenden Kathete cos¢. Nach dem Satz des
Pythagoras folgt sin? ¢+ cos? ¢ = 1, wobei sin? ¢ und cos? ¢ fiir (sin ¢)? bzw. (cos ¢)? stehen.

Hat ein rechtwinkliges Dreieck mit beliebiger Hypotenusenlédnge einen Winkel der Gréfe ¢,
so ist es nach dem Ahnlichkeitssatz (ww) zum oben konstruierten Dreieck dhnlich und weist
insbesondere die gleichen Seitenldngenverhéltnisse auf. Fiir ein solches rechtwinkliges Dreieck
ergeben sich die Merkregeln

“Gegenkathete” “Ankathete”
und cosp =

sinp =

“Hypotenuse” “Hypotenuse”’

wobei man natiirlich eigentlich exakter von den Langen der genannten Seiten sprechen miisste.

Wir wollen nun sin ¢ und cos ¢ auch fiir Grofen ¢ erkldren, die nicht zwischen 0° und 90°
liegen. Im Sinne von Grenzprozessen setzen wir

sin(0° = 0, sin90° = 1, cos0° =1 und cos 90° = 0.

Weiterhin fordern wir, dass Sinus eine ungerade und Kosinus eine gerade Funktion sein
soll, also
sin(—¢) = —sinp und cos(—p) = cos .

Damit sind die Funktionen fiir —90° < ¢ < 90° definiert. Schlielich verlangen wir
sin(p + 180°) = —sin und cos(p + 180°) = — cos .

Damit werden unsere Funktionen auf den Bereich von —90° bis 270° fortgesetzt. Wendet man
die letzte Regel zweimal an, erhdlt man

sin(p 4 360°) = sin ¢ und cos(p + 360°) = cos ¢,

also sind Sinus und Kosinus periodische Funktionen mit Periodenldnge 360°. Dadurch sind
die Funktionen nun fiir beliebige reelle Grofen ¢ erklért:

A
sing CoSyp
360" 270° 1802 o0’ 0 90 180% 70 60 ¥
(-2m) =) (-m) %) 1 3) (m) E) (2m)
Die Funktionswerte sin ¢ und cos ¢ kann man sich auch an- Ay

hand eines Punktes veranschaulichen, der im Abstand von
1(LE) um den Koordinatenursprung eines rechtwinkligen
Koordinatensystems rotiert. Dazu betrachten wir den Punkt
(1,0), also den Einheitspunkt auf der z-Achse. Diesen drehen

cosy,

wir um den Koordinatenursprung um den Winkel ¢ entge-
gen des Uhrzeigersinns. (Wir lassen beliebige Werte ¢ zu.
Ist ¢ > 360°, erfolgt mehr als eine Umdrehung. Ist ¢ < 0°,
so bedeutet dies, dass im Uhrzeigersinn gedreht wird.) Der
Bildpunkt hat dann die Koordinaten (cos ¢, sin ¢).
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Von Sinus und Kosinus abgeleitete Winkelfunktionen sind Tangens und Kotangens, nam-
lich

tanp = S (falls cosp #0) und cot p = C?S L (falls siny #0).

cos sin ¢

Diese Funktionen sind also fiir manche Gréfsen ¢ nicht erklért, wie auch an ihren Graphen
ersichtlich wird.

Fiir ¢ zwischen 0° und 90° kann man sich Tangens und Kotangens wieder am rechtwinkligen
Dreieck mit einer Innenwinkelgrofe ¢ veranschaulichen. In der Notation der obigen Merkregel
fiir Sinus und Kosinus erhalten wir

“Gegenkathete” d ¢ “Ankathete”
un cot p = .
“Ankathete” v “Gegenkathete”

tan p =

Auch tan ¢ und cot ¢ sind im rechtwinkligen Koordinatensystem interpretierbar. Dazu nut-
zen wir wieder das Bild des Punktes (1,0) bei einer Drehung durch den Winkel ¢ um den
Koordinatenursprung. Wir schneiden die Gerade, die durch diesen Bildpunkt und den Ur-
sprung verlauft, sowohl mit der Geraden x = 1 als auch mit der Geraden y = 1. (Beides sind
Tangenten am Einheitskreis um den Koordinatenursprung.) Der erste Schnittpunkt hat die
Koordinaten (1, tan ¢), der zweite (cot ¢, 1). In beiden Bildern ist 2 = 1 + 180° gewéhlt.

y y
1
tang, = tanyp,
ing,
cosy, @ A1 - »
0 o I cotp, 'x to, | cosy P X
cosp, cotp 4 "X cotyp 4 %4 Yz X
=cot\:‘2 =cotp,
sing, sing,
tanp, = tany.
1 2
\
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. i i o 0° | 30° | 45° | 60° | 90°
Fiir manche Winkel kann man die zugehori- 0 T T T ™
gen Werte der Winkelfunktionen einfach be- 6 4 3 2
rechnen. Die Ergebnisse sind in der nebenste- sing || 0 3 [ 3vV2|3Vv3| 1
henden Tabelle dargestellt. cosp || 1 % V3 % NG % 0

tany || 0 %\/?; 1 V3 —
cot ¢ — \/§ 1 %\/g 0

Wichtige Anwendungen der trigonometrischen Funktionen betreffen
Zusammenhénge zwischen Seitenléngen und Winkelgrofen im Dreieck
(“Tri-gono-metrie” = “Drei-seit-messung”). In den folgenden beiden
Satzen nutzen wir ein Dreieck ABC mit den {iblichen Bezeichnungen
a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|, a = |[<BAC|, § = |<ABC| und
v = |[<ACB.

Satz 73 (Sinussatz) In jedem Dreieck verhalten sich die Seitenlingen so wie die Sinus der

gegeniiber liegenden Winkel:
a b c

sina  sinf  siny’

Beweis: Der Fulipunkt des Lotes von C auf die Gerade g(AB) sei H. Die Lotlange sei h.

Dann folgt h = bsina: Im Fall a < 90° erhélt man sina = 7 am rechtwinkligen Dreieck
AHC. Wenn o = 90° gilt, erhalten wir H = A und h = b = bsin90° = bsina. Im Fall
a > 90° nutzen wir am rechtwinkligen Dreieck AHC' die Gleichheit

h
7= sin(180° — o) = —sin(—a) = sina.

Entsprechend folgt A = asinf durch Betrachtung des Dreiecks BHC'. Gleichsetzung der

beiden Ausdriicke fiir h ergibt bsina = asin f und somit 41— = Sig 5
Die Gleichung Sig 5 = sifw zeigt man analog. B

Satz 74 (Kosinussatz) Fir jedes Dreieck ABC' gilt mit den oben eingefiihrten Bezeichnun-
gen

a2 =b*+ % — 2bccos a, b2 = a® 4+ & — 2accos 8 und & = a® + b? — 2abcos .

Man beachte, dass der Satz des Pythagoras aus dem Kosinussatz folgt, denn fiir einen rechten
Winkel gilt cos90° = 0.

Satz 75 (Flachenformeln fiir Parallelogramme und Dreiecke) a) Hat ein Parallelo-

gramm P einen Innenwinkel der Grofie v und sind die Ldngen seiner anliegenden Seiten a
und b, so berechnet sich der Flicheninhalt von P gemdfl |P| = absin~y.
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b) Hat ein Dreieck D einen Innenwinkel der Grofie v und sind die Lingen seiner anliegenden
Seiten a und b, so berechnet sich der Fldcheninhalt von D gemdfl |D| = %ab sin 7.

Beweis: Wir nutzen die Flachenformeln aus den Sétzen 39 und 40 und betrachten in beiden
Féllen die Seite der Linge a als Grundseite. Dann gilt |P| = ah und |D| = %ah, wobei h
jeweils die Hohe iiber der Grundseite ist. Diese Hohe ist aber die Lange des Lotes vom zweiten
Endpunkt der Seite der Lange b auf die Seite der Lange a (oder auf die Verldngerung dieser
Seite).

Wie im Beweis des Sinussatzes erhalten wir h = bsin~. Daraus und aus den obigen Formeln
fiir |P| und | D] folgen die beiden Behauptungen. l

20 Volumen und Oberfliche von Korpern

In der Schulgeometrie wird neben der ebenen Geometrie auch raumliche Geometrie behan-
delt. Man beschriankt sich auf die Betrachtung von einfachen ebenflichig begrenzten Kor-
pern (Polyeder): Wiirfel, Quader, Prisma, Pyramide, sowie auf die Betrachtung von anderen
Korpern: Zylinder, Kegel und Kugel. Dabei werden Berechnungen durchgefiihrt, die auf die
Kenntnisse der ebenen Geometrie zuriickgreifen. Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht
oft die Bestimmung des Volumens |K| eines Korpers K. In Analogie zur Lingen-, Winkel-
und Flachenmessung (vgl. Kapitel 3 und 11) ordnet man jedem Korper ein Volumen zu. Das
Volumen |K| eines Korpers K ist wieder das Produkt einer Volumenmafizahl v(K) und
einer Volumeneinheit.

Die Volumeneinheit leitet man auch hier meist aus einer vorgegebenen Léangeneinheit ab,
indem man als Fichfigur einen Wiirfel W wahlt, dessen Seitenléngen eine Léngeneinheit
betragen. Ist unsere Léngeneinheit etwa einen Zentimeter, so sind die Seiten von W einen
Zentimeter lang und das Volumen wird |W| = lem3, ein Kubikzentimeter, genannt. Ent-
sprechend erhélt man auch Kubikmillimeter (1mm?), Kubikmeter (1m?), Kubikkilometer
(1km?) u.s.w. Wir kénnen die jeweils abgeleitete Volumeneinheit dann auch als formales
Produkt der Lingeneinheit mit sich selbst betrachten: Imm?® = (Imm) - (lmm) - (Imm),
lem® = (lem) - (lem) - (lem), 1m® = (1m) - (1m) - (1m), 1km?® = (1km) - (1km) - (1km).
In abstrakteren Zusammenhéngen ist es sinnvoll, sich auf keine konkreten Volumeneinheiten
festzulegen. Wir nutzen dann die Abkiirzung VE fiir die abgeleitete Volumeneinheit und er-
halten den formalen Zusammenhang durch die Gleichung (1LE)-(1LE)-(1LE) = 1LE? = 1VE.
In Formeln zur Berechnung des Volumens eines Kérpers K verwenden wir hier das Formel-
zeichen V', also V = |K]|.

Ebenfalls in Analogie zur Strecken-, Winkel- und Flachenmessung muss die Volumenmafzahl
die folgenden drei Eigenschaften erfiillen:

o Wird ein Kérper K in zwei Teilkorper K7 und K zerlegt, so gilt v(K) = v(K1)+v(K2)
(Additivitit).

e Sind K und K’ kongruente Korper, so gilt v(K) = v(K') (Bewegungstreue).

e Es gilt v(W) =1 (Eichung oder Normiertheit).
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Zur Darstellung der Korper werden diese in der Regel mit einer
Parallelprojektion aus dem dreidimensionalen Raum in die zweidi-
mensionale Zeichenebene abgebildet. Dazu verwendet man oft die
Kavalierprojektion, bei der Strecken, die parallel zur Projektions-
ebene verlaufen (Breite und Hohe) in Originallinge abgebildet wer-
den, wogegen Strecken, die senkrecht zu der Projektionsebene liegen
(Tiefe), um die Hélfte verkiirzt werden.

Neben dem Volumen eines Korpers ist auch dessen Oberflachenin-
halt interessant. Diesen bezeichnen wir kurz mit Ap. Bei manchen
Korpern (Pyramide, Kegel) betrachtet man auch die Mantelfliche,
die wir kurz mit Ajp; bezeichnen. Auch Grund- und Deckflichen
(Ag, Ap) spielen gelegentlich eine Rolle.

4

Parallelprojektion R

Fin wichtiges Prinzip, dass bei der Bestimmung des Volumens von schiefen Prismen, Pyrami-
den, Zylindern und Kegeln angewendet werden kann, ist das Cavalierische Prinzip. Es geht
auf den italienischen Mathematiker BONAVENTURA FRANCESCO CAVALIERI (1598 - 1647)
zuriick und besagt: Zwei Korper, deren Querschnitte parallel zur Grundfliache in jeder Hohe
flachengleich sind, haben gleiches Volumen. Veranschaulicht wird dieses Prinzip oft durch
Miinzen, die zu einem geraden Zylinder aufgeschichtet und anschliefend zu einem schiefen
Zylinder verschoben werden. Dabei &ndert sich das Volumen des Korpers nicht.

[A1] = A2l

Wiirfel:
i a V=a
i AO =6 CL2
//// a
a
Quader:

i c V=ab-c
| Ao=2-(a-b+b-c+c-a)
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Deck-
flache

flache

Pyramide:
Spitze

flache

(Kreis-)Zylinder:

Mantel- Deck-

flache
(Kreis-)Kegel:
Spitze

Deck-
flache
Im Prisma sind Grund- und Deckflache n-Ecke, Ap
die kongruent und parallel zueinander sind. Die E Mantel-
Seitenflachen sind Parallelogramme. : flache
Im geraden Prisma sind die Seitenflichen Recht- E h
ecke. ]
V=A4c h A Grund
L rund-
Ao =2A¢ + Au ‘ ° flache

gerades Prisma

Die Grundfliche einer Pyramide ist ein n-Fck.
Die Seitenflédchen sind Dreiecke und diese bilden
die Mantelflache.

Bei einer geraden Pyramide ist die Grundfliche
ein regelméafiges n-Eck und der Fufspunkt der
Hoéhe ist Mittelpunkt dieser Grundflache.

V= %AG - h

Ao =Ac +Aum

gerade
Pyramide

Beim (Kreis-)Zylinder sind Grund- und Deckfla-

che zueinander kongruente und parallele Kreise.

Beim geraden (Kreis-)Zylinder steht die Gerade

(Achse) durch die Mittelpunkte von Grund- und

Deckflache senkrecht auf diesen. (D
V=Ag-h

Ao =2Ac + Au gerader

(Kreis-)Zylinder

Die Grundflache eines (Kreis-)Kegels ist ist ein

Kreis.

Beim geraden (Kreis-)Kegel ist der Hohenfuf-

punkt der Mittelpunkt der Grundfliche. Die Ab-

wicklung seiner Mantelfliche ist ein Kreisaus- e
schnitt.

V= %AG -h gerader

Ao =Ac + Au (Kreis-)Kegel

Vz%w-r3

Ao =4m - r?

39



Literatur

1]

2]
3]

[4]

[5]

(6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schulabschluss. Beschliisse
der Kultusministerkonferenz vom 4.12.2003.

Baptist, Peter: Pythagoras und kein Ende? Klett, 1997.

Davis, Philip J.; Hersh, Reuben: Erfahrung Mathematik. Birkhduser Verlag, 2. Auflage,
1994.

Euklid: Die Elemente. Biicher I-XIII. Hrsg. u. iibers. v. Clemens Thaer. Frankfurt a.
M. Harri Deutsch, 4. Aufl. 2003 (= Ostwalds Klass. d. exakten Wiss. 235)

Fraedrich, Anna M.: Die Satzgruppe des Pythagoras. Spektrum Akademischer Verlag,
1994.

Hajos, Gyorgy: Finfihrung in die Geometrie. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leip-
zig, 1970.

Hilbert, David: Grundlagen der Geometrie. In: Hilbert, David; Wiechert, Emil: Fest-
schrift zur Feier der Enthillung des Gauss- Weber-Denkmals in Géttingen. Verlag B. G.
Teubner, 1899.

Houston, Kevin: Wie man mathematisch denkt: Eine FEinfihrung in die mathematische
Arbeitstechnik fiir Studienanfinger. Spektrum Akademischer Verlag, 2012.

Kaplan, Robert und Ellen: Das Unendliche denken: Eine Verfihrung zur Mathematik.
Econ Verlag, 2003.

Lietzmann, Walther: Der Pythagoreische Lehrsatz. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft,
Leipzig, 1968 (9. Auflage).

Livio, Mario: Ist Gott ein Mathematiker? Warum das Buch der Natur in der Sprache
der Mathematik geschrieben ist. Verlag C. H. Beck, 2010.

Reichardt, Hans: Gauf§ und die nicht-euklidische Geometrie. BSB B.G.Teubner Ver-
lagsgesellschaft, 1976.

Scriba, Christoph J.; Schreiber, Peter: 5000 Jahre Geometrie: Geschichte, Kulturen,
Menschen. Springer, 3. Auflage, 2010.

40



