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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Bléttert man in Origamibiichern, etwa [20], [21], [23] oder ..., so kann man schnell die faszinieren-
den Mdoglichkeiten entdecken, die Origami auch fiir den Mathematikunterricht bietet. Man findet
in diesen Biichern nicht nur schéne Produkte, sondern es kommen genauso Dreiecke, Quadrate,
Rechtecke, regelméfige Vielecke, Rhomben, regulire Korper, ..., Kongruenz, Spiegelung, Strecken-
und Flichenverhéltnisse, ..., Pyramiden, Tetraeder, Wiirfel, Quader, ..., v/2, der goldene Schnitt
und vieles mehr vor. Hier kann man gut im Mathematikunterricht ankniipfen, um Inhalte des Un-
terrichts mit Produkten des Papierfaltens zu verkniipfen.

Selbstverstiandlich ist das Papierfalten auch eine sinnvolle Freizeitgestaltung, bei der man die Falt-

kunst entdecken kann.

Natiirlich soll auch darauf hingewiesen werden, dass beim Falten von Papier neben den mathema-
tischen Inhalten ebenfalls exaktes Arbeiten, die Feinmotorik, das Vorstellungsvermogen und das

Selbstvertrauen weiterentwickelt werden (siehe auch [30]). Und es macht Spak!

Diese Bedeutung des Papierfaltens fiir Bildung und Erziehung wurde in unserem Kulturkreis bereits
von FRIEDRICH WILHELM AUGUST FROBEL (1782 - 1852) erkannt und genutzt. So waren u. a.

Falten, Schneiden und Kleben von Papier fester Bestandteil in seiner Kindererziehung.

Die Verbindung der alten japanischen Papierfaltkunst mit Mathematik wird Origamics genannt. In
[13] wird auf eine Vielzahl von Anwendungsmaoglichkeiten im Mathematikunterricht hingewiesen.
Hier benutzen wir den Begriff Mathegami, um die Verbindung von Mathematik zu Origami herzu-
stellen und die Mathematik dabei etwas in den Vordergrund zu heben.

Vielleicht sollten wir auch besser den Begriff Mathefaltik priagen, um an Stelle des Origami eher das
Papierfalten in den Vordergrund zu stellen. Beim Papierfalten haben wir mehr Moglichkeiten als
bei den strengen Regeln des Origami. So kénnen wir beim Papierfalten auch schneiden und kleben,

was schon von Frébel angewendet wurde, beim traditionellen Origami aber nicht erlaubt ist.

Fiir den Mathematikunterricht oder fiir Arbeitsgemeinschaften bietet das Falten von Papier von
der Grundschule bis zum Abitur eine Vielzahl interessanter Einsatzmoglichkeiten. Dazu sind einige
Beispiele in diesem Heft zusammengestellt. Diese Beispiele habe ich im Seminar zum Papierfalten
im Mathematikunterricht, das ich seit einigen Jahren an der Friedrich-Schiller-Universitit Jena fiir
Studenten! des Lehramts Mathematik (Regelschule und Gymnasium) angeboten habe, behandelt.
Einige dieser Themen haben auch Einzug in Zeitschriften fiir den Mathematikunterricht gefunden
([291,[31],[32],[33])-

Im Rahmen der Kolloquien zur Didaktik haben wir als Abteilung Didaktik drei Kolloquien zum

ISelbstverstindlich diirfen sich auch Studentinnen, Lehrerinnen, Schiilerinnen, ... angesprochen fiihlen, wenn von
Studenten, Lehrern, Schiilern, ... die Rede ist.




1 EINLEITUNG

Papierfalten im Mathematikunterricht erfolgreich durchgefithrt und dieses Thema interessierten
Lehrern nidher gebracht. Informationen dazu finden Sie auf www.mathegami.de bzw. auf der Inter-
netseite der Abteilung Didaktik der Fakultét fiir Mathematik und Informatik.

In den ausgewéhlten Beispielen werden unterschiedliche Papierfaltaufgaben, wie z. B. das Dritteln
eines DIN-A4 Blattes, vorgestellt und die Richtigkeit der Faltkonstruktion iiberpriift. Dabei kom-
men unterschiedliche mathematische Hilfsmittel zum Einsatz.

Hier werden keine isolierten Aufgaben vorgestellt, die man an passender Stelle im Mathematikun-
terricht einsetzen kann. Das ist die Aufgabe des Lehrers, aus einem fiir ihn interessanten Thema
zum Beispiel eine Problemaufgabe, eine Ubungsaufgabe, ein Projekt oder eine Aufgabe zur mathe-
matischen Modellierung einer realen Situation zu entwickeln, sodass eine Passfahigkeit zu seiner
Unterrichtssituation entsteht. Dabei kommen auch Begriinden und Beweisen nicht zu kurz. Hier
erhalten wir Ankniipfungspunkte an die zu entwickelnden mathematischen Kompetenzen der Bil-

dungsstandards und Lehrpléne.

Selbstverstiandlich ist das Papierfalten im Mathematikunterricht nicht die Methode, die den Mathe-
matikunterricht an den Schulen attraktiv macht. Aber es ist eine gute Moglichkeiten, ,handwerkli-
che” Tatigkeiten mit Mathematik zu verkniipfen. Dabei spielt nicht nur die technische Anfertigung
von Modellen eine Rolle. Wichtig ist die Mathematik, die unsere Schiiler in den gefalteten Mo-
dellen entdecken kénnen. Dariiber hinaus finden diese Techniken eine Vielzahl von Anwendungen
in der Industrie, zum Beispiel beim Stent in der Herzchirurgie, beim Airbag im Auto oder beim

Sonnensegel in der Raumfahrt.

Zum Abschluss mochte ich meiner Frau sehr herzlich fiir das Korrekturlesen und Matthias Miiller fiir
das Lesen der Entwurfsfassung und das Einbringen inhaltliche Vorschldge danken. Bei Michael Fothe
mochte ich mich dafiir bedanken, dass er mich davon iiberzeugte, eine solche Zusammenfassung

aufzuschreiben.
Erfurt, Dezember 2018
Michael Schmitz




2 ELEMENTARES

2 Elementares

Zu Beginn wollen wir uns mit einigen grundlegenden Faltungen des Papiers befassen und Verbin-
dungen zur euklidischen Geometrie herstellen. Dabei soll hier kein systematischer Aufbau und keine
axiomatische Begriindung des Papierfaltens geliefert werden. Eine solche axiomatische Begriindung
des Papierfaltens entstand zwischen 1989 und 2001 und wurde von JACQUES JUSTIN, HUMIAKI
HuziTA und KOSHIRO HATORI entwickelt ([15]).

Die beim Falten von Papier entstehenden Faltlinien sind ein gutes Modell fiir Geraden der euklidi-
schen Ebene (Bild 1a).

Bild 1: Faltgeraden

a | b c

Bild 2: Geradenspiegelung

Der Schnittpunkt zweier Faltlinien ldsst sich ermitteln (Bild 1b). Durch zwei gegebene Punkte auf

dem Faltpapier konnen wir (mit etwas Geschick) eine Faltlinie falten (Bild 1c). Aus Bild 1a kénnen
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2 ELEMENTARES

wir auch sofort entnehmen, dass das Falten von Papier eng mit der Spiegelung an der durch die
Faltlinie bestimmten Geraden verbunden ist. Falten wir ndmlich das Papier an einer Faltlinie g um
(Bild 2a), so entstehen teilweise zwei Schichten des Papiers, die direkt iibereinander liegen. Stechen
wir z.B. mit einer Zirkelspitze durch diese Doppellage hindurch, so markieren wir genau zwei Punkte
(einen in jeder Papierlage), die direkt iibereinander liegen (Bild 2b). Nach dem Auffalten bezeichnen
wir diese markierten Punkte mit P und P’ und verbinden diese mit Stift und Lineal, wie es im
Bild 2¢ zu sehen ist. Die eingezeichnete Gerade durch P und P’ schneidet g in S. An S entstehen
vier Winkel: a1, o), as und ofy. Weil <P’ SP ein gestreckter Winkel ist, sind oy und o/ sowie ap und
o, Nebenwinkel zueinander, die aufgrund der Faltung an g auch deckungsgleich zueinander sind.
Folglich hat jeder dieser Winkel eine Grofe von 90°. PP’ ist damit senkrecht auf g. Weiterhin liegen
die Strecken SP’ und SP nach dem Falten an ¢ direkt aufeinander, sie sind also deckungsgleich und
folglich haben sie die gleiche Lange. Aufgrund dieser beiden Eigenschaften beim Falten (PP' L g
und |SP'| = |SP|) ergibt sich, dass das Falten an einer Geraden der Spiegelung an dieser Geraden

entspricht.
Mit diesen Uberlegungen sind wir aber nun in der Lage,
Dr— C Dr— C rechte Winkel zu falten. Damit kénnen wir
\\\ *\P
‘ ‘ - in einem markierten Punkt P einer Faltgeraden ¢ die zu
Q/ Q/ g senkrechte Faltgerade falten, wie es im Bild 3a zu sehen
g 9 ist.
A a B A b B - von einem Punkt P auferhalb einer Faltgeraden ¢ das

) Lot auf g fillen, wie es im Bild 3b zu sehen ist.
Bild 3: Senkrechte

In beiden Féllen miissen wir nur g so auf sich selbst falten,
dass die Faltgerade durch P geht.

Und wir kénnen Mittelpunkte von Strecken bestimmen.

D C D
D G \
s
M~
. A B A
A B a
Bild 4: Steckenhalbierung Bild 5: Winkelhalbierung

Sind auf einer Faltgeraden g zwei Punkte P und @) gegeben, so kénnen wir den Mittelpunkt M

der Strecke P(Q durch Falten bestimmen, wie es im Bild 4 gezeigt ist. Dazu bringen wir den
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Punkt P durch Umfalten auf den Punkt ) und streichen die dadurch bestimmte Faltlinie glatt.
Diese Faltlinie schneidet g im gesuchten Mittelpunkt M von PQ). Gleichzeitig ist diese Faltgerade
auch die Mittelsenkrechte der Strecke PQ.

Natiirlich kénnen wir durch Falten auch einen gegebenen Winkel halbieren. Sind auf einem Falt-
papier zwei Faltgeraden g und h gegeben, die sich in einem Punkt S schneiden, so falten wir g auf
h, sodass die Faltgerade durch S geht. Diese Faltgerade halbiert dann den entsprechenden Winkel.
Fiir das Falten von g auf h gibt es genau zwei verschiedene Moglichkeiten (vgl Bild 5a und b), so
dass die Winkelhalbierenden von den beiden Winkeln, die durch g und A bestimmt sind, gefunden

werden.

2.1 Technisches

Hier kommen drei praktische Falttipps, die beim Falten von Papier niitzlich seien konnen.

TIPP 1: Zur Untersuchung unserer Faltungen ist es giinstig, wenn wir die Faltlinien mit einem
Stift nachziehen. Das kénnen wir machen, indem wir nach dem Falten auf das Papier ein Lineal
an die neue Faltlinie anlegen und diese mit einem Stift nachzeichnen. Oder, wir 6ffnen das Papier
nach dem Falten nicht ganz und ziehen mit einem Stift direkt in der Falte die Faltlinie nach, so wie

es im Bild 6a gezeigt ist.

a b c

Bild 6: technische Tipps

TIPP 2: Manchmal ist es schwierig zwei Punkte durch eine Faltgerade zu verbinden. Eine solche
Faltgerade konnen wir gut erzeugen, indem wir ein Lineal an die beiden, zu verbindenden Punkte
anlegen und dann entlang des Lineals das Papier falten (Bild 6b). Natiirlich entfernen wir das

Lineal dann wieder und ziehen die Faltgerade gut nach.

TIPP 3: Wollen wir, wie im Bild 4, den Mittelpunkt oder die Mittelsenkrechte zu einer gegebenen

Strecke falten, dann kann es sinnvoll sein, eine zusétzliche Faltlinie zu machen. Und zwar falten
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wir das Faltpapier nach hinten um, sodass die Faltlinie durch einen der beiden Punkte geht. Nun

konnen wir diesen Punkt besser auf den anderen falten (Bild 6¢).

2.2 Kleine Anwendungen

Die eben besprochenen Techniken zum Halbieren von Strecken und Winkeln, sowie zum Falten von
rechten Winkeln sollen nun beim Falten einer Diagonale im Rechteck und beim Falten eines kleinen

Schwanes zum Einsatz kommen.

2.2.1 Diagonale im Rechteck

Ist ABC'D ein rechteckiges Faltpapier, dann ist es manchmal nicht so einfach in das Rechteck eine
Diagonale zu falten. Dies gilt im Besonderen fiir Rechtecke, bei denen eine Seite deutlich ldnger ist
als die andere.

Zuerst iiberlegen wir. Wenn die Diagonale d = AC in das Rechteck ABC'D gefaltet werden soll
(Bild 7a), dann betrachten wir dazu die Mittelsenkrechte m, die d in M schneidet (Bild 7b).

D c D F C D F C
m m

A B A E B A E B
a b G

Bild 7: Diagonale im Rechteck

A E~ B A

Bild 8: Diagonale im Rechteck

E und F sind die Schnittpunkte von m mit AB bzw. CD. Weil m die Mittelsenkrechte von AC
ist, ist |[AM| = |[MC| und M steht senkrecht auf d.
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Weil AB und C'D parallel zueinander sind, sind die beiden im Bild 7c¢ markierten Winkel bei A bzw.
C' kongruent zueinander. Folglich sind auch die beiden Dreiecke AEM und CFM wegen (wsw)
kongruent zueinander und damit ergibt sich auch |EM| = |MF|. M ist also auch der Mittelpunkt
von EF, womit AC' auch die Mittelsenkrechte von EF ist.

Jetzt kénnen wir falten, denn die Faltgerade E'F' lasst sich leicht bestimmen. Dazu miissen wir nur
A auf C falten. Die Faltgerade bestimmt die Strecke EF' (Bild 8a).

Nun miissen wir nur noch E auf F falten (Bild 8b). Die zugehorige Faltgerade ist die gewiinschte
Diagonale AC.

2.2.2 Ein kleiner Schwan

Aus einem quadratischen Faltpapier ABCD wird jetzt ein kleiner
Schwan (siehe Bild nebenan) entstehen, bei dem interessante Win-
kelbetrachtungen méglich sind.

Die Faltfolge ist dem Bild 10a-e zu entnehmen. Zuerst falten wir die
Diagonale AC' auf die iibliche Weise in das Quadrat ABC'D. Dann
falten wir AB und AD so auf AC, dass die jeweilige Faltlinie durch
A geht. Dabei entstehen die Punkte E' und F. Nebenbei bemerken
wir, dass AFEC'F ein Drachenviereck ist, was sich durch die Faltlinien

bzw. entsprechende Geradenspiegelungen nachweisen lésst.

Als néchstes falten wir die Faltlinie £ F. Wir wenden unser Faltpapier Biid 5 Kielner Sdowan
und falten E so auf AF, dass die Faltlinie durch B’ geht, wobei die

Faltlinie nur zwischen E und B’ gefaltet wird. Analog verfahren wir mit dem Punkt F, den wir
so auf AF falten, dass die Faltlinie ebenfalls durch B’ geht. Auch hier falten wir die Faltlinie nur

zwischen F' und B’.

-C D 7 ~C
P / .
. / p

/ ,/

/ p

g ’

/

/ ,I

/ 7

D

nachinnen A
driicken N

wenden

A- B A B A B A B

@m

Bild 10: Faltanleitung Schwan

Jetzt wird es etwas schwieriger. So wie unser Faltpapier jetzt liegt (Bild 10d), ist AC' eine Bergfalte.
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Wir falten B’C' zur Talfalte um. Gleichzeitig falten wir entlang AB’, B’'H und B'G sodass G auf
H fallt. Damit ist der kleine Schwan fast fertig (Bild 10e). Fiir Kopf und Schnabel falten wir, wie
es im Bild 10e zu sehen ist, in der Ndhe von A. Entlang dieser Faltlinie driicken wir die von A

ausgehende Faltlinie nach innen. Das Ergebnis sollte dann wie im Bild 9 aussehen.

An diesem kleinen Schwan konnen wir einige Winkelhalbierungen beobachten. So ist die Grofe des
Winkels in der Spitze des Schnabels gleich a = 2= = 22,5° (Bild 11). Weiterhin finden wir auch

einen Winkel mit der Grole 45° = 2a und einen mit der Grofe 90° = 4a.

k e 0=22,5° 30=67,5°
K x B‘ 20=45° 40=90° \g
p/ £ A
./ G). -1E
X £
A= # B
0=22,5° 20=45° 30=67,5° 40=90° G
Bild 11: kleiner Schwan Bild 12: Faltmuster Bild 13: kleiner Schwan

Falten wir den kleinen Schwan wieder auseinander, konnen wir das Faltmuster betrachten (Bild 12).
Dort konnen wir ausgehend von dem Winkel o in der Ecke A, am Schnabel des Schwans, die
restlichen Winkel im Faltmuster bestimmen. Dabei treten nur Vielfache des Winkels « auf, wenn

wir das Falten des Schnabels nicht beriicksichtigen. Die entsprechenden Winkel sind auch im Bild 13

eingezeichnet.

0=22,5° 20=45° Q .
30=67,5° 40=90° (
50=112,5° 60=135° <

nach innen & 7T0=157,5°
driicken “aF/] C
2Q
E
a b e B’ G
Bild 14: Faltanleitung Schwan, Schnabel Bild 15: kleiner Schwan

Wollen wir auch beim Falten des Schnabels Winkel erzeugen, die ein Vielfaches von « sind, dann
diirfen wir wie im Bild 10e den Schnabel nicht ganz beliebig falten. An Stelle dieser beliebigen

$]
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Faltung falten wir A auf B’A, dies aber beliebig (Bild 14a). Dabei entsteht die Faltlinie PQ, die
senkrecht auf B’A ist. Nun falten wir entlang A’Q) nach vorn und hinten (Bild 14b). Anschliefsend
falten wir die Spitze A wieder nach oben und driicken A’A nach innen entlang A’'Q (Bild 14c). Im
Bild 15 sind alle Winkel eingezeichnet, alle Winkel sind Vielfache von «. Und wir bemerken auch,
dass aufgrund der Winkelgrofen QA parallel zu B'G ist.

2.2.3 60° falten

Eben haben wir durch Falten verschiedene Winkel erzeugt. Kann man aber auch einen Winkel mit
der Grofe 60° falten?

Ein Winkel mit der Grofe 60° tritt beim gleichseitigen Dreieck ABC' auf
(Bild 16). Dort haben wir auch die Mittelsenkrechte zu AB (|AB| = a)
eingezeichnet, die natiirlich durch den Punkt C' geht. Weil das Dreieck
gleichseitig ist, ist natiirlich auch |AC| = a und |BC| = a. Daraus kénnen
wir sofort eine Faltidee entwickeln: Wir nehmen ein quadratisches Falt-
papier ABC'D mit der Seitenldnge a und falten die Mittelsenkrechte EF Fo _,JB
von AB (Bild 17a). Dann miissen wir auf EF nur noch einen Punkt C* << 2@
bestimmen, der von A den Abstand a hat. Dieser Punkt hat dann auch Bild 16

automatisch von B den Abstand a, da C* auf der Mittelsenkrechten von

AB liegt. Diesen Punkt C* bestimmen wir aber durch Falten sehr einfach, indem wir B so auf EF
falten, dass die Faltlinie durch A geht (Bild 17b). R bezeichnet den Schnittpunkt dieser Faltlinie
mit BC.

wenden wenden
entfalten
D F C C C . F D D F C
T @i cy’
| > SR
1 u R ; ! b, s
i/’\ | ,':,>6\O° |
L, BA E B A E B
a b ¢ d e

Bild 17: 60° falten

Dann ist klar, dass |[<BAB'| = 60° ist (Bild 17c). Es ergibt sich zusétzlich, dass |[<BAR| =
|[<RAB'| = |<B'AD| = 30° ist. Nachdem wir das Faltpapier gewendet haben, falten wir D so auf
AR, dass die Faltlinie durch A geht (Bild 17d). Jetzt liegen in A drei Winkel mit der Gréfe 30°

iibereinander. Nun entfalten und wenden wir das Faltpapier wieder und erhalten ein Quadrat, in

10
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dem ein 60°-Winkel in der Ecke A gefaltet ist (Bild 17e). Der rechte Winkel in A ist dabei auch
gleichzeitig in drei 30°-Winkel eingeteilt.

Natiirlich kénnen wir auch noch A auf C* falten und dann an BC™ von hinten wieder umfalten.
So erhalten wir auch eine Faltlinie durch B und C*. Damit haben wir ein komplettes gleichseitiges
Dreieck ABC* im quadratischen Faltpapier ABC'D erhalten und somit einen Winkel der Grofe
60°. Es folgt dann auch, dass wir Winkel mit den Grofen 30° und 15° durch jeweiliges Halbieren
erzeugen konnen. Auch Winkel mit der Grofse 120° treten bei unserer Faltung im Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten des gleichseitigen Dreiecks auf.

Weil |[EC*| = £V/3 < a ist, passt das gleichseitige Dreieck ABC* locker in
unser quadratisches Faltpapier. Daher konnen wir in jedes beliebige Recht-

O
SQl
O

_T eck ein gleichseitiges Dreieck beziiglich der kurzen Rechteckseite falten.

o
:
!
____\_______:Z:\Q_
B T
\\ 1
2 1
s N 1
K1Y
@)
*
*

3 %{3 Bei dieser Gelegenheit falten wir senkrecht zu AD durch C* und erhalten
"/\/605/ l die Faltlinie D*C** (Bild 18). Die beiden zueinander kongruenten Recht-
el W | _¥ ecke AEC*D* und EBC**C* haben jeweils die Seitenlingen § und %\/3,

A|<—E B sind also Rechtecke mit dem Seitenverhiltnis 1 : v/3. Damit haben wir
Bild 18 neben dem Quadrat (1 : 1) und dem DIN-A Format (1 : v/2) ein weiteres

Rechteckformat (1 : v/3) zur Verfiigung. Im Bild 19 sind diese Rechtecke
dargestellt. Zusitzlich ist dort das goldene Rechteck (vgl. Kapitel 4) mit dem Seitenverhiltnis

1: % aufgenommen.
7y A
A
1 2 1“25 3
Quadrat DIN-A Format goldenes
¢ Rec&teck

e

Bild 19: Rechteckformate

Betrachten wir noch einmal Bild 17e, so konnen wir auch die Winkelhalbierenden der Winkel
<BAR und <C*AD falten (Bild 20a). Fiir die erste Winkelhalbierende falten wir B so auf AR,
dass die Faltlinie durch A geht. Fiir die zweite miissen wir nur D auf C* falten, dann geht die

zugehorige Faltlinie automatisch durch A. G und H sind die entsprechenden Schnittpunkte der

11
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Winkelhalbierenden mit BC' bzw. C'D. Es ist Klar, dass |AG| = |AH| und |[<GAH| = 60° ist.
Damit ist aber das Dreieck AGH gleichseitig (Bild 20b). Wir kénnen C' an G H umfalten (Bild 20c)

und wir erhalten ein gleichseitiges Dreieck. Bild 20d zeigt dann das entfaltete Quadrat mit dem
gleichseitigen Dreieck AGH.

DH, F C D HEF
LS oD
e R &
i/ B !
‘L"/ r’:r// I o E
////6790:/‘:(_—"' 3 G 6 |
A E B A E

a b

Bild 20: Noch ein gleichseitiges Dreieck.

Vergleichen wir das Dreieck AGH aus Bild 20d mit dem Dreieck ABC™* aus Bild 17e, so kobnnen wir
feststellen, dass AGH einen groferen Flicheninhalt als ABC* (bezogen auf gleichgrofse Ausgangs-

quadrate) hat. AGH ist sogar das grofte gleichseitige Dreieck, das man in ein gegebenes Quadrat
einbeschreiben kann. Dies soll allerdings hier nicht bewiesen werden.

Das Falten des Dreiecks AGH aus Bild 20d ldsst sich auch einfacher als bisher erreichen. Wir beden-
ken, dass D auf C* gefaltet wurde und C* auf der Mittelsenkrechten FF' von AB liegt. Also muss
beim Umfalten von B, sodass die Faltlinie durch A geht, der Punkt B auf der Mittelsenkrechten
von AD liegen. Den zugehorigen Faltprozess zeigt Bild 21a - d.

Bild 21: Noch ein gleichseitiges Dreieck.

2.2.4 Der Fliacheninhalt von Dreiecken

Mit Hilfe des Faltens von Papier konnen wir uns auch die Formel fiir den Flicheninhalt von Drei-

ecken klarmachen. Dazu benétigen wir dreieckiges Faltpapier, das wir uns vorher zuschneiden.

12



2 ELEMENTARES

Wir bestimmen den Flécheninhalt fiir spitzwinklige, rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke

getrennt.
1. Fall: ABC ist spitzwinklig (Bild 22).

Dann liegt der Hohenschnittpunkt im Innern des Dreiecks. Wir wihlen eine Dreiecksseite, etwa AB,
aus und falten die Hohe h. von C auf AB (Bild 22a). Dazu falten wir entweder A oder B so auf
AB, dass die Faltlinie durch C' geht. H, ist dann der Fufpunkt dieser Hohe. Nun falten wir C' auf
H., wobei die Faltlinie EF (Bild 22b) entsteht. Weil EF' die Hohe h, halbiert, sind auch E bzw. F'
Mittelpunkte von AC bzw. BC. Damit ist |AE| = |EC| = |EH,.| und |BF| = |FC| = |FH.| und
AH.F bzw. H.BF sind jeweils gleichschenklig. Als néchstes falten wir A und B jeweils nach H, .
EFE' und FF’ sind die zugehorigen Faltlinien, die auch die Mittelsenkrechten von AH,. bzw H.B
sind. Dadurch entsteht das Rechteck E'F'F'E (Bild 22¢), das von zwei Papierschichten bedeckt ist.

Folglich ist der Flacheninhalt des Dreiecks ABC' doppelt so grofs, wie der des Rechtecks E'F'FE.

Da dieses Rechteck die Seitenléingen £ und 1h,. hat, gilt [ABC| =2|E'F'FE| =2- % 1p, = ¢l

2

C

p— T

| . he

e g_}l_:_‘_ ____________ =
a b c

Bild 22: Fldcheninhalt im spitzwinkligen Dreieck

Wihlen wir an Stelle der Dreiecksseite AB die Seite BC oder AC' aus, so konnen wir analog falten
und wiirden |[ABC| = %= bhzw. |[ABC| = % erhalten. Damit konnen wir fiir den Fliicheninhalt
ghg

eines (spitzwinkligen) Dreiecks kurz [ABC| = %52 angeben, wobei g (wie iiblich) eine der drei

Dreiecksseitenldngen a, b oder ¢ angibt.
2. Fall: ABC ist rechtwinklig (Bild 23).

Nehmen wir an, dass ABC' bei A rechtwinklig ist, dann féllt der Hohenschnittpunkt des Dreiecks
mit A zusammen (Bild 23a). Der Héhenfufspunkt H, liegt im Innern von BC, wéihrend H, und H,

mit A zusammenfallen.

Wiirden wir BC' als Grundseite zur Bestimmung des Flacheninhaltes auswahlen, dann wiirden wir
mit der Faltung aus dem 1.Fall hier [ABC| = %22 erhalten.

Wir wéhlen aber jetzt eine der Katheten, etwa AB, als Grundseite aus. Dann falten wir C' auf
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A = H,., wobei E'F die zugehorige Faltlinie ist. EF halbiert wieder h., damit auch AC, und BC
(Bild 23a). Schlieklich falten wir B auf A und erhalten das Rechteck AF'FE, welches ebenfalls aus
zwei Schichten Papier besteht.

Cc
he :
F E F
} DC b DC
5 2 2
3 YY X \ A
alf - FoochB ANEH B
a b ¢

Bild 23: Flacheninhalt im rechtwinkligen Dreieck

Folglich gilt |[ABC| = 2|AF'FE| =2 ¢ . he = ¢he  Analog folgt |[ABC| = 2% wenn wir BC als
ghe
.

22 2 — 20
Grundseite wihlen. Damit gilt auch fiir rechtwinklige Dreiecke allgemein |[ABC| =

3. Fall: ABC ist stumpfwinklig (Bild 24).

Nehmen wir an, dass ABC bei A stumpfwinklig ist, dann
liegt der Hohenschnittpunkt des Dreiecks auferhalb des Drei-
ecks (Bild 24). Der Hohenfufpunkt H, liegt im Innern von
BC, wahrend H, und H. auferhalb liegen.

Die Bestimmung des Flicheninhaltes dieses Dreiecks (iiber hc

das Falten des Dreiecks) ergibt wieder [ABC| = %2+, wie im

1. Fall, wenn wir BC' als Grundseite fiir die Flacheninhalts-

bestimmung wihlen.

Wihlen wir dagegen AB (oder AC) als Grundseite fiir die
Flacheninhaltsbestimmung, so kénnen wir mit dem Falten

des Dreiecks nichts erreichen. Wir miissen rechnen. Wahlen Bild 24: Fliacheninhalt

wir AB als Grundseite, so gilt |ABC| = |H.BC| — |H,AC|. im stumpfwinkligen Dreieck
Dabei sind H.BC und H.AC rechtwinklige Dreiecke, fiir die

wir den Flacheninhalt bereits berechnen konnen.

Also ist |ABC| = |H.BC| — |H,AC| = (Hadltdlhe _ Hallhe _ che

Analog erhalten wir |ABC| = %, wenn wir AC' als Grundseite wihlen. Damit gilt auch fiir

stumpfwinklige Dreiecke allgemein |ABC| = %.

Nehmen wir nun alle drei Félle zusammen, so konnen wir feststellen, dass fiir den Fliacheninhalt

14



2 ELEMENTARES

eines beliebigen Dreiecks ABC' stets |ABC| = % gilt.

2.2.5 Innenwinkelsumme von Dreiecken

Betrachten wir Bild 22 noch einmal, so féllt uns auf, dass die Ecken des Dreiecks ABC' in einem
Punkt auf AB zusammentreffen und das sich dort die Innenwinkel des Dreiecks zu 180° ergénzen.
Das funktioniert nicht nur fiir spitzwinklige Dreiecke, sondern auch fiir rechtwinklige und stumpf-
winklige. Im Bild 25b liegt der rechte Winkel bei A und im Bild 25¢ liegt der stumpfe Winkel bei
A.

Bild 25: Innnenwinkelsumme im Dreieck

In allen drei Fallen bestimmen wir die Hohe h, von A auf
BC'. Der Hohenfukpunkt H, liegt immer im Innern der Drei-
ecksseite. Dann falten wir A auf H,, wobei die Faltlinie EF
entsteht. Diese Faltlinie ist die Mittelsenkrechte von h,. Da-
mit ist £ F aber parallel zu BC' und halbiert h,. Aufserdem
sind damit £ und F' Mittelpunkte von AC' bzw. AB. Folg-
lich ist |CE| = |FA| = |[EH,| und |BF| = |FA| = |FH,|,
Bild 26: Innenwinkelsumme d.h., FH,C' und FBH, sind gleichschenklige Dreiecke. Folg-
im stumpfwinkligen Dreieck lich gehen die Mittelsenkrechten von CH, und BH, durch E

bzw. F. Deshalb gehen die Punkte C' und B beim Falten an

diesen Mittelsenkrechten in H, iiber und alle drei Innenwinkel des Dreiecks liegen in H, akkurat

zusammen und ergénzen sich zu 180°. Bild 26 zeigt dies fiir das stumpfwinklige Dreieck. Damit

haben wir den Satz von der Innenwinkelsumme im Dreieck

In jedem Dreieck erginzen sich die Innenwinkel zu einem gestreckten Winkel.

bewiesen.
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2.2.6 Eine Extremwertaufgabe

Gegeben ist ein bei A rechtwinkliges Dreieck. Gesucht ist ein Rechteck mit groftmoglichem FI&-
cheninhalt, wobei das Rechteck dem Dreieck einbeschrieben ist.

Wir miissen zwei Lagemoglichkei-

ten des Rechtecks im Dreieck un- © C
tersuchen, die in den Bildern 27a
und b dargestellt sind. Im 1.Fall H
(Bild 27a) liegt das Rechteck G F
EFGH in der rechtwinkligen Ecke
A des Dreiecks und im 2. Fall & B
(Bild 27b) liegt es der Ecke A o e S e .

a b
Dreieck B _—
des Drelecss gegentiber, wobiel d Bild 27: Welche Lagemoglichkeit ist die Beste?

ne Rechteckseite auf der Hypotenu-
se des Dreiecks liegt. Wir miissen in jedem der beiden Félle das flichengrofste Rechteck finden und
von den beiden Losungen das flichengrofere Rechteck auswéhlen. Dann haben wir unsere Aufgabe

gelOst.

In beiden Fillen ist das entsprechende Rechteck durch die Vorgabe des Punktes E auf AB eindeutig
bestimmt. Wir werden jeweils drei Lagemdoglichkeiten von E auf AB untersuchen: F liegt zwischen
M und B, E liegt wischen A und M und E = M, wobei M den Mittelpunkt von AB bezeichnet.

Fall 1.1: E sei ein beliebiger Punkt auf AB, der zwischen M und B liegt (Bild 28a). Dann ist
|EB| < 1|AB| und damit auch |[BF| < 1|BC| und |AG| < i|AC|. Nun falten wir B an EF
und C' an FG um. Weil |[EB| < 3|AB| liegt B’ innerhalb von AE. Weil |[AG| < 3|AC| ist, ist
|GC| > £|AC| und folglich liegt C’ auferhalb von AG. Die beiden umgefalteten Kanten EC’ und
E'B passen natiirlich direkt zusammen, da sich die entsprechenden Winkel bei E zu 90° erginzen.
Das Rechteck EFGH ist damit mit zwei Schichten Papier bedeckt, und zuséatzlich ragt das Dreieck
C'B’A iiber das Rechteck hinaus. Dies bedeutet aber, dass |[EFGH| < $|ABC] ist.

Fall 1.2: F sei ein beliebiger Punkt auf AB, der diesmal zwischen A und M liegt (Bild 28b). Dann
ist |[EB| > 3| AB| und damit auch |BF| > $|BC| und |AG| > 3|AC|. Auch jetzt falten wir B an EF
und C' an FG um. Diesmal liegt C” innerhalb von AG und B’ auferhalb von AE. Natiirlich passen
auch hier die umgefalteten Kanten FC’ und EB direkt zusammen, sodass das Rechteck EFGH
mit zwei Schichten Papier bedeckt ist, und zusétzlich das Dreieck B’ AC” {iber das Rechteck hinaus
ragt. Dies bedeutet aber, dass [EFGH| < 3|ABC]| ist.

Fall 1.3: Diesmal ist £ = M, der Mittelpunkt von AB. Dann ist auch F der Mittelpunkt von
BC und G die Mitte von C'A (Bild 28c¢). Falten wir nun B an EF und C' an F'G um, so fallen
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die zugehorigen Bildpunkte B’ und C” in den Punkt A. Auch hier ist das Rechteck EFGH mit
zwei Schichten Papier bedeckt. Es gibt dabei keine Liicken und keine {iberstehenden Teile. Also ist
|[EFGH| = 3|ABC|.

e C ¢
) F s c .
C:
A=H [EE R .........coccov0 : AODRRUUROR . SO | F——
B M E B B’ A=H E M B A=H=B'=C' M=E B
C a b c
Bild 28

Zusammengefasst erhalten wir, dass es im 1. Fall genau ein flichengrofites einbeschriebenes Rechteck
gibt. Dieses ergibt sich, wenn E, F', G die Mittelpunkte der Dreiecksseiten sind. Der Flacheninhalt
dieses flichengroften Rechtecks ist genau 1|ABC].

Fall 2.1: E sei ein beliebiger Punkt auf AB, der zwischen M und B liegt (Bild 29a).

Bild 29

Zusatzlich zeichnen wir die Hohe von A auf BC' ein, die den Hohenfuftpunkt H, hat. Mit S bezeich-
nen wir den Schnittpunkt dieser Héhe mit FH. Weil |EB| < 3|AB| ist, ist auch |SH,| < $|AH,|
und damit [AS| > 1|AH,|. Folglich liegt A’, der beim Umfalten von A an EG entsteht, auRerhalb
des Dreiecks. Nun werden noch B an EF und C an GH umgefaltet. Die umgefalteten Kanten £ B’
bzw. HC' liegen direkt an EA" bzw. HA’, da sich die entsprechenden Winkel bei E bzw. H zu je
90° erginzen. Damit ist das Rechteck FF'GH mit zwei Schichten Papier bedeckt, und zusatzlich
ragt das Dreieck C'B’A’ iiber das Rechteck hinaus. Dies bedeutet aber, dass [EFGH| < 3|ABC|

ist.
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Fall 2.2: F sei ein beliebiger Punkt auf AB, der zwischen A und M liegt (Bild 29b). Dann falten
wir A an FH um, und diesmal liegt der Punkt A’ innerhalb des Dreiecks. Falten wir jetzt C' an GH
und dann B an E'F um, so wird sogar ein Teil des Rechteckes dreifach und nicht nur doppelt mit
Papier bedeckt. AuBerden liegt B’ aufierhalb des Rechtecks, woraus sich hier |[EFGH| < 5|ABC|
ergibt.

Fall 2.3: Nun ist wieder £ = M, der Mittelpunkt von AB (Bild 29¢). Dann ist |AS| = |SH,| und
beim Umfalten von A an FH kommt A" auf BC' zu liegen. Falten wir noch B an EF und C an
G H um, so fallen die Bildpunkte B’ und C’" mit A’ zusammen. Somit ist das Rechteck EFGH mit

zwei Schichten Papier bedeckt. Es gibt dabei keine Liicken und keine iiberstehenden Teile. Also ist
|EFGH| = |ABC|.

Zusammengefasst erhalten wir, auch hier im 2. Fall, dass es genau ein flichengrofites einbeschriebe-
nes Rechteck gibt. Dieses ergibt sich, wenn E und H die Mittelpunkte der Dreiecksseiten AB und
AC sind und F und G auf BC' liegen. Der Flicheninhalt dieses flichengroften Rechtecks ist genau
%|ABC|.

Fassen wir die Ergebnisse aus dem 1. und 2. Fall zusammen: Das flichengrofte Rechteck, das einem
rechtwinkligen Dreieck einbeschrieben werden kann, hat den Flicheninhalt $|ABC|. Es gibt genau

zwei verschiedene solche Rechtecke.

2.3 Warum entstehen beim Papierfalten Geraden?

Diese Frage stellt FREUDENTHAL im 2. Band seines Buches Mathematik als pidagogische Aufgabe

[10] als Einstieg in §16, als es um die Frage geht, was Geometrie ist.

Bild 30: eine Faltlinie erzeugen
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Es ist die erste von einer groferen Anzahl von Fragen, die FREUDENTHAL stellt, wenn man mit

der Erforschung des Raumes beginnen will.

Wenden wir uns dem Faltprozess zu und falten ein unregelmifiges Blatt Papier (Bild 30). Dabei
klappen wir einen Teil des Blattes i{iber den anderen, fixieren dies mit einem Finger einer Hand,
wahrend ein Finger der anderen Hand von dem fixierten Punkt zur Faltlinie hin streicht. Dies kann

man mehrmals tun und anschliefend die Faltlinie glatt streichen.

Anschliefend kann man mit einem Stift die Faltlinie in
dem teilweise gedffneten Blatt nachzeichnen und das
Blatt ganz entfalten. Wir sehen, dass unsere Faltlinie
wie eine Gerade (natiirlich nur ein Stiick davon) aus-

sieht. Ist dies aber tatsachlich so?

Um diese Frage zu beantworten, denken wir noch ein-

Bild 31: Punkte markieren

mal an den Faltprozess. Wir haben das Blatt zuerst
umgeklappt und es an einer Stelle fixiert. Dabei entstehen zwei {ibereinander liegende Punkte A
und A’, einer in der oberen und der andere in der unteren Papierschicht. Wir kénnen diese Punkte
zum Beispiel mit einer Nadel, die wir an der fixierten Stelle durch das Papier stechen, markie-
ren (Bild 31). Anschlieflend haben wir, ausgehend von der fixierten Stelle das Blatt in mehreren

Richtungen hin zur Faltlinie glatt gestrichen.

Dabei haben wir auf der Faltlinie mehrere Punkte Py, P, ... markiert. Offnen

A wir das Blatt wieder und verbinden A und A’ jeweils mit Py, Ps, ..., so ist klar,
I x‘\‘ dass die markierten Punkte P; jeweils von A und A’ gleichweit entfernt sind. Die
;‘-f x‘-"\ Faltlinie enthélt damit nur Punkte, die von A und A’ jeweils gleich weit entfernt
/ H‘x\ sind. Was fiir eine Linie bilden diese Punkte?
A M A

Betrachten wir nun in der Ebene zwei feste Punkte A und A’ und einen beliebigen
Punkt P fiir den |AP| = |A’P| gilt (Bild 32). Wir verbinden P mit A und A’, A
mit A’ und bestimmen den Mittelpunkt A von AA’ (Bild 32).

Bild 32

Aufserdem verbinden wir noch P mit M. Die beiden Dreiecke AM P und A’M P
haben die gleichen Seitenléngen, folglich sind sie kongruent zueinander. Daraus
folgt sofort, dass auch die Winkel <AM P und <<A’M P zueinander kongruent
sind. Weil diese beiden Winkel aber Nebenwinkel sind, miissen es rechte Winkel

sein und folglich liegt P auf der Mittelsenkrechten von AA’. Damit liegen alle

Punkte P, die von zwei festen Punkten A und A’ gleich weit entfernt sind, auf
Bild 33 der Mittelsenkrechten vom AA’.

Wir miissen noch tiberpriifen, ob es auf der Mittelsenkrechten der Strecke AA’ eventuell auch Punkte
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gibt, fiir die der Abstand zu A und A’ nicht gleich ist. Dazu betrachten wir die Mittelsenkrechte m
von A und A’ und darauf einen Punkt Q). M bezeichnet wieder den Mittelpunkt von AA’ (Bild 33).
Wir verbinden @) mit A und A" und erkennen, dass die beiden Dreiecke AMQ und A’M Q) (wegen
AM = A’M, M@ ist in beiden Dreiecken enthalten und <AM@Q = <A’M Q) kongruent zueinander
sind. Folglich ist AQ = A’Q und @ hat von A und A’ den gleichen Abstand.

Damit ist die Menge der Punkte der Ebene, die von zwei festen Punkten gleich weit entfernt sind die
Mittelsenkrechte der betrachteten Strecke. Da die Mittelsenkrechte aber eine Gerade ist folgt, dass

unsere Faltlinie beim Papierfalten eine Gerade ist und die eingangs gestellte Frage ist beantwortet.
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3 Unser Faltpapier

Normalerweise ist das Faltpapier mit dem wir arbeiten nicht unregelméfig. Wir verwenden in der
Regel Origamipapier und das ist quadratisch. Auch unser normales Schreibpapier (DIN-A4 oder
DIN-A5) leistet gute Dienste. Mehrere Beispiele beziehen sich auf diese speziellen Rechtecke.

Unser normales Schreibpapier hat ein besonderes Seitenverhiltnis, das sich daraus ergibt, dass
beim Halbieren eines DIN-A Blattes parallel zur kurzen Blattkante zwei kleinere DIN-A Blitter
entstehen, die zum Ausgangsblatt dhnlich sind. Z.B. entstehen aus einem DIN-A4 Blatt zwei DIN-
A5 Blitter. Im Mathematikunterricht wird dies iiblicherweise bei der Behandlung der Ahnlichkeit

besprochen.

Betrachten wir ndmlich ein beliebiges Rechteck ABC' D mit den

Seitenlingen a und b (a < b), so wie es im Bild 34a gezeigt ist. D c

Nehmen wir ein dazu kongruentes Rechteck, halbieren dieses

parallel zur kurzen Seite a, so erhalten wir zwei neue, zueinander H G

kongruente Rechtecke mit den Seitenléngen g und a. Eins davon
legen wir neben ABCD so hin, wie es im Bild 34b gezeigt ist a
und bezeichnen dieses kleinere Rechteck mit FFGH.

Nun verlangen wir, dass die beiden Rechtecke ABCD und

FEFGH ahnlich zueinander sein sollen. Dann miissen die Ver-

o NI

a

haltnisse entsprechender Seiten iibereinstimmen, d.h., es muss Bild 34: DIN-Reihe

% = % gelten. Damit muss aber § = 2 bzw. a? = %bZ sein,
2
woraus ¢ = /% = 12 bzw. £ = /2 folgt. Damit ist klar, dass ein Rechteck genau dann die

Eigenschaft hat, dass es zu seiner Hélfte dhnlich ist, wenn das Verhéltnis aus langer zu kurzer
Seite (2) den Wert v/2 hat. Dies ist fiir unser DIN-A4 Blatt erfiillt, wie wir auch durch Messen der
Kantenldingen eines DIN-A4 Blattes (angenéhert) bestétigen konnen. Das Messen eines DIN-A4
Blattes ergibt eine Breite von a = 209mm und eine Hohe von b = 296mm. Daraus erhalten wir
b~ 1,416, also eine sehr gute Anniherung an v/2.

a

Unser DIN-Format wurde aufgrund des Drangens des Chemie-Nobelpreistrigers und spéateren Wis-
senschaftsorganisator WILHELM OSTWALD (1853 - 1932) vom Deutschen Normenausschuss 1922
als Standard festgelegt (vgl. [9], S. 8). Zu Ehren von WILHELM OSTWALD nennt FLACHSMEYER
[1] ein Rechteck mit dem Seitenverhiltnis /2 OSTWALDsches Rechteck. Dies wollen wir auch hier
beibehalten und bezeichnen Rechtecke mit dem Seitenverhiltnis 1 : v/2 als Ostwaldsche Rechtecke.

Zur Festlegung der DIN-A-Reihe reicht das Seitenverhéltnis allerdings nicht aus. Es wurde weiterhin
festgelegt, dass DIN-AQ einen Flicheninhalt von 1m? hat. Dazu aber in 3.6 mehr.
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3.1 Ein Quadrat aus einem Rechteck

Wir bendétigen aber auch quadratisches Faltpapier. Dies konnen wir uns aus normalem Kopierpa-
pier (DIN-A4) selber zuschneiden. Fiir unsere Zwecke hat dieses Papier sogar mehrere Vorteile: Es
ist fast immer verfiigbar, ,,Schmierpapier” kann verarbeitet werden, die Papiergrofe eignet sich gut
zum Experimentieren und man kann gut auf diesem Papier schreiben und zeichnen. Dies ist manch-
mal sinnvoll, um Faltlinien deutlicher hervorzuheben oder um sich Zusammenhénge klarzumachen.

Natiirlich geht es auch um das Begriinden, dass die gefalteten Vierecke tatsdchlich Quadrate sind.

Variante 1: Hier beschreiben wir eine allgemein bekannte Variante, die oft benutzt wird, um aus
einem DIN-A4-Blatt ein Quadrat herzustellen.

Wir gehen von einem beliebigen Rechteck ABC'D aus, bei dem AB die kurze und AD die lange
Kante ist. Nun falten wir die kurze Kante AB des Rechtecks auf die lange Kante AD, sodass die
Faltlinie durch A geht (Bild 35a). Dabei geht B in B’ auf AD iiber und die Faltlinie markiert auf
BC den Punkt E.

D C D C D C

S .
B’ AE B’ E>X B — E
_________________________________ Y a
B A B A B
a b C

Bild 35: Quadrat aus Rechteck 1

Nun koénnen wir entlang EB’ den iiberstehenden Teil des Ausgangspapiers abtrennen und nach
dem Auffalten erhalten wir ein Quadrat ABEB'.

Dass ABEB' tatséchlich ein Quadrat ist, kann leicht eingesehen werden (Bild 35c). Dabei ist es
von Bedeutung, dass das Ausgangspapier ein Rechteck ist, also in den vier Ecken A, B, C' und D
jeweils ein rechter Winkel liegt. Durch die Faltung von B nach B’ iibertrégt sich der rechte Winkel
von B in den von B’, womit B’'E parallel zu AB ist. Folglich ist, weil auch nach Voraussetzung
AB' parallel zu BE ist, ABEB’ ein Rechteck. Da wegen der Faltung von B nach B’ auch AB und
AB'’ gleichlang sind, ist dieses Rechteck ein Quadrat.

Variante 2: Die eben beschriebene Faltvariante, um ein Quadrat aus einem Rechteck herzustellen,
hat den Nachteil, dass im Quadrat immer eine Faltlinie (eine Diagonale) vorhanden ist.

Nun soll aus einem Rechteck ein Quadrat hergestellt werden, das keine Faltlinie in seinem Inneren
enthélt. Dazu sind allerdings zwei Rechtecke ABC' D und EFG H notig, bei denen die kurzen Kanten
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gleichlang sind. Ein Blatt ist gegeniiber dem anderen um 90° gedreht und beide Blitter werden
an einer Ecke Kante an Kante biindig iibereinander gelegt (Bild 36a). Nun falten wir die beiden
iiberstehenden Rechtecke entlang der Papierkante des jeweils anderen Blattes um. So erhalten wir in
beiden Rechtecken jeweils ein Quadrat ABY H (Bild 35b), welche keine inneren Faltlinien enthalten.
Die Begriindung dafiir, dass es sich in beiden Féllen um Quadrate handelt, ist sehr einfach. Man

hat immer rechte Innenwinkel und gleichlange Seiten.

D C D? ....................... §C Dé ............................ §C

Hi------ 7 . Hé ) — H Y
D—X c D ¢

AE B F AE F B F AE F B F
a b (o]

Bild 36: Quadrat aus Rechteck 2

Sind beide Rechtecke kongruent zueinander (Bild 36¢) und ist |AD| < 2|AB|, dann bezeichnen
wir mit X den Schnittpunkt der beiden umgefalteten Kanten C'D" und F'G’. In diesem Fall sind
AF'X D' und XC'Y G’ ebenfalls Quadrate.

Ist |[AD| = 2|AB]|, dann ist X = A. In diesem Fall erhalten wir sogar vier zueinander kongruente
Quadrate. Diese hatten wir auch einfacher durch Halbieren der beiden Rechtecke parallel zur kurzen

Kante herstellen kénnen.

3.2 Ein Quadrat aus Ostwaldschen Rechtecken

Nun ist ein Ostwaldsches Rechteck die Grundlage fiir das Falten eines Quadrates. Dies kann natiir-

lich auch wie in 3.1 erfolgen. Hier soll jedoch eine andere Variante erlautert werden.

Mit den Bezeichnungen aus Bild 37a falten wir so, dass D auf der Rechteckseite BC' zu liegen
kommt und die Faltlinie dabei durch A geht. D’ ist das Bild von D auf BC bei dieser Faltung. D’

markieren wir mit einem Stift auf BC.

Nach dem Auffalten wird C' so auf BC' gefaltet, dass die Faltlinie durch D’ geht. Diese Faltlinie
markiert auf AD den Punkt F. Falten wir das Papier wieder auseinander, so erkennt man das
Quadrat ABD'F.
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D E # C D E B D E c
D i G = I SR {:D' e @\ D
x / B A
A B B A B A B
a b c d

Bild 37: Quadrat aus Rechteck 3

Wegen der Faltung von C' auf BD' ist |[<BD'F| = 90° (Bild 37d). Damit ist aber ABD'F ein
Rechteck. Um zu zeigen, dass ABD'F auch ein Quadrat ist, miissen wir z.B. nur noch |AB| = |BD’|
nachweisen.

Diese Gleichheit ergibt sich aus einer Eigenschaft des Ostwaldschen Rechtecks. Es ist namlich
|AD| = |AB| - V/2.

Da sich beim Falten von D nach D’ auch |AD’| = |AD| ergibt, folgt mit dem Satz des Pythagoras
im rechtwinkligen Dreieck ABD": |BD'| = \/|AD'|>? — |AB|2 = /2 |ABJ]> — |AB|? = \/|AB|? =
|AB|. Damit ist aber ABD'F ein Quadrat.

3.3 Ein Quadrat aus unregelméafliigem Papier

Nun wird ein Quadrat aus einem unregelméfigen Papier hergestellt.

Bild 38: Quadrat aus Rechteck 4

Wir falten das Papier an einer beliebigen Stelle, sodass eine Faltlinie entsteht (Bild 38a). Auf dieser
Faltlinie legen wir zwei Punkte A und B beliebig fest. Die Lange der Strecke AB ist dann die
Seitenldnge des Quadrates. Das bedeutet aber auch, dass wir beim Festlegen der beiden Punkte

aufpassen miissen, damit das Quadrat auch auf das Papier passt.
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Nun falten wir so durch A, dass die Faltlinie AB auf sich zu liegen kommt. Dadurch entsteht eine
Faltlinie durch A, die auf AB senkrecht ist. Ebenso wird die zu AB senkrechte Faltlinie durch
B gefaltet. Dann sind auf dem Papier drei Faltlinien zu sehen, die bei A und B jeweils rechte
Winkel bilden und an einen Teil eines Rechtecks erinnern. Deshalb falten wir jetzt entsprechend
der 1. Variante weiter. Dazu wird B auf die Senkrechte von AB durch A so gefaltet, dass die
Faltlinie durch A geht (Bild 38b). B’, das Bild von B, miissen wir auf dieser Senkrechten markieren.
Diese Faltlinie bestimmt auf der anderen Senkrechten zu AB den Punkt E. Nachdem wir des
Papier wieder aufgefaltet haben, wird so durch E gefaltet, dass die Faltlinie BE auf sich zu liegen
kommt (Bild 38d). Nachdem wir auch diesmal wieder das Papier aufgefaltet haben, erkennen wir

im unregelméfigen Papier ein Quadrat. Die vierte Quadratseite geht dann natiirlich durch B’.

Eine Begriindung dafiir, dass es sich tatsdchlich um ein Quadrat handelt, ist hier nicht notig. Sie

ergibt sich aus den Uberlegungen der Variante 1.

Das gefaltete Quadrat kann nun ausgeschnitten werden, oder man faltet die unregelméfigen Pa-

pierkanten nach ‘hinten’ um, sodass ein ‘sauberes’ Quadrat iibrig bleibt.

3.4 Ein Ostwaldsches Rechteck aus einem Quadrat

Nun brauchen wir ein Ostwaldsches Rechteck, also ein Rechteck, das zum

DIN-A 4 Blatt dhnlich ist, haben aber nur ein Papierquadrat zur Verfiigung. D c
Um dieses Problem zu losen, betrachten wir ein Quadrat ABCD mit der v u
Seitenlénge a. Zuerst nehmen wir an, dass wir ein Rechteck STUV , welches M a

zu einem DIN-A 4 Papier dhnlich ist, im Quadrat gefunden haben. In
Bild 39 ist dieses Rechteck STUV so eingezeichnet, dass S = Aund T = B
ist. Es ist klar, dass ein Rechteck dieser Art mit einer groferen Fliache nicht  Ag A TB

mdglich ist. Bild 39: Rechteck im
Nun iiberlegen wir welche Eigenschaften sich daraus ergeben, und wie wir Quadrat
anschlieffend eine Folge von Faltungen mit dem gewiinschten Ziel entwi-

ckeln konnen.

Weil STUV = ABUYV ein Ostwaldsches Rechteck ist, gilt: % = /2. Folglich ergibt sich |AV| =
|Az—m\/§ = %\/ﬁ Andererseits hat natiirlich auch eine halbe Diagonale im Ausgangsquadrat die
Lénge 2v/2, also ist insbesondere |[AM| = 2/2, wobei M den Schnittpunkt der Diagonalen im
Quadrat bezeichnet. Nun muss nur noch die Strecke AM auf die Quadratseite AD iibertragen wer-
den. Eine mégliche Faltfolge ist in den Bildern Bild 40 gezeigt, wobei beim Ubergang von Bild 40c

zu Bild 40d das umgefaltete Dreieck AD'E wieder aufgefaltet wird. Dabei geht die Faltmarkierung
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von M auf AD’ in M’ auf AD iiber. Abschliefend wird noch DC um die Senkrechte auf AD durch
M’ gefaltet. Dadurch entsteht auf BC' der Punkt G. ABGM' ist nun das gesuchte Rechteck, in
dem |AB| = |AM'|\/2 gilt, also ein Ostwaldsches Rechteck.

Bild 40

Nun kann man entlang GM’ das Quadrat teilen und erhélt ein Ostwaldsches Rechteck ABGM’.

3.5 Ein Ostwaldsches Rechteck aus unregelméfiigem Papier

Natiirlich kénnen wir auch ein Ostwaldsches Rechteck in ein unregelmékiges Papier falten. Dazu
wird das Papier an einer beliebigen Stelle gefaltet, sodass eine Faltlinie entsteht (Bild 41a). Auf
dieser Faltlinie werden zwei Punkte A und B beliebig festgelegt. Die Lénge der Strecke AB ist dann
die kurze Seitenlidnge des gesuchten Ostwaldschen Rechtecks. Auch hier miissen wir beim Festlegen

der beiden Punkte aufpassen, damit das Rechteck spéter auch auf das Papier passt.

Bild 41

Nun falten wir so durch A, dass die Faltlinie AB auf sich zu liegen kommt. Dadurch entsteht eine
Faltlinie durch A, die auf AB senkrecht ist. Ebenso wird die zu AB senkrechte Faltlinie durch B
gefaltet (Bild 41b). Dann sind auf dem Papier drei Faltlinien zu sehen, die bei A und B jeweils
rechte Winkel bilden. Nun falten wir AB so auf die Senkrechte von AB durch A, dass die Faltlinie
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durch A geht (Bild 41c). Diese Faltlinie markiert auf der Senkrechten zu AB durch B den Punkt
E.

Ist a die Linge von AB, dann ist auch a die Liinge von BE und es ist weiterhin |AE| = av/2. Damit
hat AE die Lange der zweiten Seite des gesuchten Ostwaldschen Rechtecks. Diese Streckenlédnge
muss nun noch auf die beiden Senkrechten von AB iibertragen werden, damit ein Ostwaldsches

Rechteck entsteht. Dies kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen.

Variante 1: Wir falten das Papier entlang der Senkrechten auf AB durch A nach hinten um
(Bild 42a) und anschliefend diese Senkrechte auf AF, sodass die Faltlinie durch A geht (Bild 42b).
Dabei entsteht auf der umgefalteten Senkrechten der Punkt E’. Den Punkt E’ markieren wir z.B.
mit einem Bleistift. Dann falten wir wieder auf und falten die Senkrechte durch E’ zu AE’. Diese
Senkrechte schneidet die Senkrechte zu AB durch B in F' (Bild 42¢). ABFE’ ist ein Ostwaldsches
Rechteck.

Das Markieren des Punktes E’ mit einem Stift konnen wir uns auch sparen. Nachdem wir das
Papier entlang der Senkrechten auf AB durch A nach hinten gefaltet haben (Bild 43a), falten wir
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diese Senkrechte wieder auf AF (Bild 43b). Nun falten wir die Faltlinie AE so auf sich selbst, dass
diese durch E geht (Bild 43c¢). Dabei entstehen die Punkte £’ und G auf den zugehéorigen Faltlinien.
Bild 43c zeigt die Situation nach dem Auffalten. Es ist klar, dass der Winkel <<AE’'G ein rechter
Winkel ist. Nun miissen wir nur noch die Faltlinie E'G weiter verlingern, indem wir entlang dieser
bereits teilweise vorhandenen Linie falten (Bild 43d). Dadurch entsteht der Punkt F' und ABFE’
ist ein Ostwaldsches Rechteck.

Variante 2: Nun nehmen wir an, dass die Punkte £’ und F' auf den beiden Senkrechten zu AB
schon gefunden sind und damit ABFE’ ein Ostwaldsches Rechteck ist. Wir verbinden noch E mit
E’ und zeichnen das Lot von A auf EE’ ein (Abb. Bild 44a).

Bild 44

Dann ergeben sich die Winkelgrofen, die in Bild 44b eingetragen sind. Wir erkennen sofort, dass
EFE’" die Winkelhalbierende des Winkels <AFEF ist und finden damit eine Faltmoglichkeit. Wir
falten die Senkrechte auf AB durch B so auf F'A, dass die Faltlinie durch E geht (Bild 44c). Diese
Faltlinie schneidet die Senkrechte auf AB durch A im gesuchten Punkt E’. Nun miissen wir nur
noch diese Senkrechte so auf sich falten, dass die Faltlinie durch E’ geht, womit wir den Punkt F
finden (Bild 44d). ABFE' ist dann das gesuchte Ostwaldsche Rechteck.

3.6 Erginzendes zum DIN-A Format

In unserem téglichen Leben nutzen wir das DIN-A Format selbstverstdndlich z.B. in Form von
Schreibblocken, Schulheften oder Karteikarten. Was dieses Papierformat auszeichnet ist uns jedoch

nicht immer bewusst.

Natiirlich ist uns bekannt, dass beim Halbieren eines DIN-A4 Blattes parallel zur kurzen Blatt-
kante zwei DIN-A5 Blétter entstehen, die zum Ausgangsblatt dhnlich sind. Dies ist auch eine der
Bedingungen, die an unser DIN-A Papier gestellt werden. Wie am Anfang von Kapitel 3 gezeigt
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wurde, ergibt sich daraus mit einer einfachen Ahnlichkeitsbetrachtung, dass sich die Seitenlingen
eines DIN-A Blattes wie 1 : v/2 verhalten.

Die Grofe unseres DIN-A4 Blattes wird durch eine zweite Bedingung

eindeutig festgelegt: Der Flacheninhalt Fs, des DIN-AQ Blattes betrigt D C

1m2.

Bezeichnen wir mit ag und by die Seitenldngen des DIN-AQ Blattes, so DIN A1

folgt mit der zweiten Eigenschaft ag - by = 1m?2. Mit der ersten Eigen-

schaft (by = agyv/2) ergibt sich daraus ag-agv/2 = 1m?; also a2-v/2 = 1m?, S bo
b
ai = %\/ﬁmz bzw. ag = 1/%\/§m = %\‘l/g ~ 0,84089m. Fiir by erhalten > §a44
Z
wir dann by = %\/ﬁ V2m = VV2m = /2, also by ~ 1,18920m. a DIN A3
Auf ganze Millimeter gerundet erhalten wir dann aj = 841mm und
by = 1189mm. & 20 ®

Bedenken wir, dass unser DIN-A4 Blatt sich durch mehrfaches Halbieren Bild 45: Einteilung von
eines DIN-AQ Blattes ergibt, so wie es in Bild 45 gezeigt ist, konnen wir DIN-A0Q

feststellen, dass fiir die Seitenlingen a4 und by eines DIN-A4 Blattes

ag = iao = %\/ﬁm ~ 0,21022m und b, = ibo = i\‘l/ﬁm ~ 0,29730m gilt. Auf ganze Millimeter
gerundet erhalten wir aj = 210mm und b; = 297mm. Dem Bild 45 entnehmen wir auch, dass 16
DIN-A4 Blitter in einem DIN-AO Blatt enthalten sind. Folglich ist der Flidcheninhalt eines DIN-
A4 Blattes Fy, = 15m? = 0,0625m* Mit den auf Millimeter gerundeten Werten erhalten wir
F3, = a} - by = 6237mm? = 0,06237m?, also ebenfalls eine sehr gute Niherung.

Die folgende Tabelle, die auch von Schiilern zusammengestellt werden kann, gibt eine Ubersicht
iiber die Blattgrofen von DIN-AQ bis DIN-A6.

DIN- A0 Al A2 A3 A4 Ab A6
a*(in mm) | 841 | 594 | 420 | 297 210 148 105
b*(in mm) | 1189 841 594 420 297 210 148
Fuw?) [1-% [1-% |13 |3-% | h-%|h-%|d-4%

Natiirlich kann man auch verschiedene rechteckige Alltagsgegenstéinde, z.B. Personalausweis, Fahr-
erlaubnis, Bankkarte, Krankenversicherungskarte, ..., vermessen und diese mit den Mafen des DIN-
A Formates vergleichen.

An dieser Stelle wollen wir noch erwiahnen, was es bedeutet, wenn wir beim normalen Druckerpapier
von 80g-Papier sprechen. Diese Masseangabe von 80g bezieht sich auf 1m?, d.h., dass das zugehérige
DIN-AO Blatt aus dem selben Papier eine Masse von 80g hat. Da unser DIN-A4 Blatt ein sechzehntel
des DIN-AOQ Blattes ist, hat unser DIN-A4 Blatt eine Masse von genau 5g.
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Zusammenfassend konnen wir sagen, dass das DIN-A Format durch die folgenden beiden Bedin-

gungen festgelegt ist:

1. Beim Halbieren eines Blattes parallel zur kurzen Blattkante sollen zwei (gleichgrofe) Blitter

entstehen, die zum Ausgangsblatt dhnlich sind.

2. Der Flicheninhalt des Ausgangsblattes (DIN-A0) betriigt 1m?.

Der grofe Vorteil dieses Papierformates ist, dass sich beim Halbieren immer wieder zueinander
dhnliche Blitter ergeben, ohne dass ein Papierverlust (Abfall) entsteht. Dies ist wohl auch ein
Grund, warum sich dieses Format (fast) international durchgesetzt hat. In Deutschland wurde dieses
Format 1922 in der DIN-Norm DIN 476 festgelegt. Entwickelt wurde dieser Standard vom deutschen
Ingenieur, Mathematiker und Normentheoretiker WALTER PORSTMANN (1886 - 1959). WALTER
PORSTMANN war von 1912 bis 1914 Assistent des Chemie-Nobelpreistrigers WILHELM OSTWALD
(1853 - 1932). WILHELM OSTWALD war Vorsitzender der ,Briicke — Internationales Institut fiir
Organisation der geistigen Arbeit und propagierte Papiergréken mit dem Seitenverhéltnis 1 : v/2,
welches er als Weltformat bezeichnete. Im Unterschied zu unserem DIN-A Format, basiert das
Weltformat auf der Basis von 1em. Damit hatte das Ausgangsblatt eine Grofe von lem x 1,41em

[26]. Weitere Blétter ergeben sich durch Verdopplung,.

Die deutsche DIN 476 diente 1975 als Grundlage fiir die eu-
D C D™ "»~_C  ropiische bzw. internationale Norm EN ISO 216, welche in
\ fast allen Landern angewendet wird. Ausnahmen bilden USA,

"""""" ;o AAE S Kanada und Mexiko, in denen andere, weniger systematische

Formate verwendet werden.
/a2

I Hier muss natiirlich auch noch angemerkt werden, dass die

P : A . DIN 476 neben der DIN-A Reihe, die dort auch als Haupt-
A @ : @ format erklart wurde, weitere Nebenformatreihen B, C, D

a

. . ) enthélt. Diese ordnen sich in die A-Reihe ein. Alle Blitter
Eélrcrln;t& Uberpriifung auf DIN-A der Nebenreihen haben ebenfalls das Seitenverhiltnis v/2, die

Ausgangsrechtecke B0, CO und DO sind aber nicht 1m? grof.
Erlduterungen dazu findet man auch in [17] und [37]. In [36] wird das Konzept des DIN-A Formates

auch in den Raum iibertragen.

Wie bereits erwéhnt, bezeichnen auch wir, zu Ehren von Wilhelm Ostwald, Rechtecke mit dem
Seitenverhiltnis v/2 als Ostwaldsche Rechtecke. Ostwaldsche Rechtecke haben viele interessante
Eigenschaften. Bedenken wir z.B., dass in einem Quadrat mit der Seitenldnge a jede Diagonale die

Linge av/2 hat, so kénnen wir bei einem Rechteck ABCD leicht iiberpriifen, ob es sich um ein
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Ostwaldsches Rechteck handelt. Dazu falten wir zuerst die Ecke B auf die Seite AD (Bild 46a),
sodass die Faltkante durch A geht. Diese Faltlinie schneidet BC' in E. AFE ist eine Diagonale
eines Quadrates mit der Seitenlinge a = |AB|. Nun falten wir D auf E (Bild 46b) und driicken
die entstehende Faltlinie fest an. Nur dann, wenn diese Faltlinie durch A geht, ist ABCD ein
Ostwaldsches Rechteck.

Auch beim Wiirfel tritt ein Ostwaldsches Rechteck auf. Gehen wir ndm-
lich von einem Wiirfel ABCDEFGH (Bild 47) mit der Kantenlénge H G
a aus, dann hat jede Flichendiagonale die Linge av/2. Folglich ist je- 5

E
des Rechteck (z.B. ACGFE), das aus einem Paar paralleler Wiirfelkanten 2
gebildet wird, ein Ostwaldsches Rechteck.
Do
Zum Abschluss soll natiirlich nicht verschwiegen werden, dass bereits €

1786 der Mathematiker, Physiker und Aphorismen-Dichter Georg Chri- A".b _ .
stoph Lichtenberg (1742 - 1799) auf das Papierformat mit dem Seitenver- Bild 47: DIN-A Format
héltnis /2 hingewiesen hat. Er schreibt an den deutschen Philosophen im Wiirfel

und Okonomen Johann Beckmann (1739 - 1811):

»Ew. Wohlgebohren

kan ich nunmehr mit Zuverlissigkeit melden (denn weift es aus dem Munde des HE. DeLuc selbst), daf
London theils mit Basalt, theils mit Granit gepflastert ist. Ersterer kommt aus Schottland, letzerer aber
aus den Insuln Jersey und Guernsey.

Konnen mir Ew. Wohlgebohren wohl nicht sagen, wo die Formen unserer Papiermacher gemacht werden,
oder ob sie sie, woran ich zweifle, selbst machen? Die Veranlassung zu dieser Frage ist vielleicht Ew.
Wohlgebohren nicht unangenehm. Ich gab einmal einem jungen Englénder, den ich in Algebra unterrichtete,
die Aufgabe auf, einen Bogen Papier zu finden, bey dem alle Formate als forma patens, folio, 4to, 8§,
16, einander dhnlich wéren. Nach gefundenem Verh&ltnif wolte ich nun einem vorhandenen Bogen eines
gewohnlichen Schreib=Papiers mit der Scheere das verlangte Format geben, fand aber mit Vergniigen, dafs
er ihn wiircklich schon hatte. Es ist ndmlich das Papier worauf ich dieses Billet schreibe, dem ich aber,
weil durch das beschneiden etwas von der eigentlichen Form verlohren gegangen seyn kan, noch einen
unbeschnittenen beylege. Die kleine Seite des Rechtecks mufs sich ndmlich zu der groften verhalten wie 1 :
V2 oder wie die Seite des Quadrats zu seiner Diagonale.

Die Form hat etwas angenehmes und vorziigliches vor der gewthnlichen. Sind den Papier=Formen machern
wohl Regeln vorgeschrieben, oder ist diese Form durch Tradition nur ausgebreitet worden? und wo stammt
diese Form die wohl nicht durch Zufall entstanden ist, her?

Ew. Wohlgebohren verzeyhen mit diese Freyheit.

[Géttingen,] den 25 Oct. 1786. GCLichtenberg” [22]

Bereits wihrend der Franzosischen Revolution (1789 bis 1799) wurde in Frankreich ein Papierformat
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mit dem Seitenverhiltnis /2 festgelegt, verschwand aber wieder.

Interessant ist sicher auch, dass vor der Vereinheitlichung unseres Papierformates eine Vielzahl

unterschiedlicher Formate in Gebrauch waren. Hier einige Beispiele:

‘ Name: ‘ Oktav ‘ Quart ‘ Folio Brief
Grofe (mm): 1425 x 225 225 x 285 | 210 x 330 | 270 x 420

Name: | Kanzlei, Doppelfolio | Propatria
| Groge (mm): | 330 x 420 | 340 x 430

und noch viele mehr, wie in [37] nachzulesen ist.

Ein schones, fiir die Arbeit in der Schule gut geeignetes Arbeitsheft zu diesem Thema ist die
MatheWelt [17]. Dort wird unter anderem auch ein amerikanisches Papierformat vorgestellt und
man findet das Normenblatt der DIN 476 abgedruckt.
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4 Das goldene Rechteck

Neben den ostwaldschen Rechtecken spielt auch das goldene Rechteck eine wichtige Rolle. Wir
bezeichnen genau dann ein Rechteck mit den Seitenlingen a und b als goldenes Rechteck, wenn die

beiden Seitenléngen im Verhéaltnis des goldenen Schnittes zueinander stehen.

Ein Punkt 7 teilt eine Strecke AB (Bild 48) im goldenen Schnitt

AB AT| . N .
genau dann, wenn ﬁ = ﬁ gilt. Verwenden wir die Bezeich-

nungen fiir die Streckenléngen aus Bild 48, so bedeutet dies «——a—>»

A
\ 4

l a

L = % Daraus ergibt sich > —al = a®. 5 T B
Diese Gleichung kann als quadratische Bestimmungsgleichung Bild 48
1

fiir [ interpretiert werden. Wir erhalten (> — al — a®> = 0, wor-

aus sich [y, = 1+V5 ergibt. Bedenken wir, dass die Streckenlinge [ positiv sein muss, dann ist

2
] = 15 = 145 5 1,61803... .

a bzw. L
a

2

Stellen wir die obige Gleichung /> — al = @? nach /> um und

addieren auf beiden Seiten (§)?, so erhalten wir 2 4+ (1)? =

a?+al+ (L)? bzw. 1> + (1)? = (a + 1), Interpretieren wir diese

Beziehung fiir ein Dreieck mit den Seitenldngen [, % und a + %,

Nl —

so folgt aus der Umkehrung des Satzes des Pythagoras, dass “

dieses Dreieck rechtwinklig sein muss. Damit haben wir aber

w <—|\>l——>{o

auch eine Konstruktion fiir einen Teilpunkt 7', der die Strecke

A
A

AB im goldenen Schnitt teilt, gefunden. Diese Konstruktion ist Bild 49
im Bild 49 dargestellt.

D F _NC D

| 74 CD £ CD E
; i B:a.‘_\ ,”i
| i // E /,//Bj \_/_ - JE___
AR _E__AB A E B A E B A E B
a b c d

Bild 50: Faltfolge fiir das goldene Rechteck

Nun wenden wir uns wieder dem Papierfalten zu und falten ein goldenes Rechteck nach [20]. In
diesem Rechteck entspricht das Verhéltnis der langen zur kurzen Seite dem goldenen Schnitt. Um zu
diesem goldenen Rechteck zu kommen, starten wir mit einem normalen Quadrat ABCD (Bild 50a).

Wir falten zuerst die Mittelparallele zu AD, die wir mit E'F bezeichnen. Anschliefsend falten wir
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die Diagonale AF (Bild 50b). Nun wird B so auf AF gefaltet, dass die Faltlinie durch A geht
(Bild 50c). Diese Faltlinie markiert auf BC' den Punkt U. Falten wir nun noch die Senkrechte zu
BC' durch U, indem wir C von ‘hinten’ auf U B falten, so entsteht auf AD der Punkt V' (Bild 50d).
Das Rechteck ABUYV ist ein goldenes Rechteck.

A\
Ne—E a )

Bild 51

| e—o—»|C

Zum Nachweis der obigen Behauptung setzen wir die Seitenldnge des Qua-
drates wieder mit a fest und bezeichnen |BU| = |AV| mit b (Bild 51).
Weil die beiden Dreiecke ADF und AVW &hnlich zueinander sind und
|IDF| = ia ist, ist [VIW| = 3b. Mit dem Satz des Pythagoras folgt
|AW| = /0> + (£)? = 2/5. Wegen der Faltung von B nach B’ auf
AF ist |[<BAU| = |<UAF|. Nun sind aber AB und VU parallel zu-
einander, woraus |<BAU| = |<AUW]| folgt. Damit ist aber das Dreieck
AUW gleichschenklig, da es zwei kongruente Basiswinkel hat. Folglich gilt

UW| = |[AW]| = %\/5 Damit gilt a = |VU| = [VW|+ |WU| = g+ %\/g’

also a = g + 3\/5 Daraus ergibt sich ¢ = 1+—2‘/5 und das Rechteck ABUYV ist ein goldenes Rechteck,

wie behauptet.

& EV’

Ale— b_;i\aAA

U_E
j

Bild 52

Falten wir nun noch in unserem goldenen Rechteck ABUV die Ecke A so
auf UV, dass die Faltlinie durch V' geht und bezeichnen den Schnittpunkt
dieser Faltlinie mit AB mit V", soist |AV| = |AV"|. Damit ist aber 1725 = ¢
und folglich teilt V' die Strecke AB im goldenen Schnitt. Damit haben wir
auch eine Faltkonstruktion fiir das Teilen einer Strecke im goldenen Schnitt

gefunden (Bild 52).

: AB AV AVY| . " '
Bedenken wir, dass || AV’|| = ||V, B|| = ||V, B|| ist, so konnen wir feststellen, dass

das Rechteck A’V’BU ebenfalls ein goldenes Rechteck ist. Weil AV'A’V ein

Quadrat ist, haben wir eine Eigenschaft des goldenen Rechtecks entdeckt: Schneidet man von einem

goldenen Rechteck ein groftmdogliches Quadrat ab, so ist das Restrechteck ein goldenes Rechteck.

Wiederholen wir diese Abschneiden eines Quadrates sukzessi-

ve (Bild 53) und zeichnen in jedes Quadrat einen Viertelkreis

entsprechend ein, so erhalten wir die goldene Spirale.

Mehr zum goldenen Schnitt findet man z.B. in [35].

-t

e,

/

Bild 53: goldene Spirale
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5 Ein (fast) regelmiifiiges Fiinfeck

Auf der Internationalen Tagung zur Didaktik des Papierfaltens in Freiburg im Breisgau stellte Frau
Carmen Sprung 2010 eine Faltkonstruktion fiir ein Fiinfeck vor. Die Faltanleitung ist der Bild 54

zu entnehmen.

nach

ﬁ?len ZZ
<
N
.
N
N

A=D R

Bild 54: Der Faltprozess fiir das Fiinfeck von Carmen Sprung

Wir beginnen mit einem quadratischem Faltpapier ABC'D und falten die obere Hélfte direkt auf
die untere. M N ist die zugehorige Faltlinie. Anschlieffend wird die umgefaltete Ecke D der oberen
Schicht so auf M N gefaltet, dass die Faltlinie durch M geht (Bild 54b). Das umgefaltete Dreieck
wird wieder zuriick gefaltet. Dann wird das oben liegende Rechteck DC'N M parallel zu DC' halbiert.
Die zugehorige Faltlinie schneidet die vorhergehende Faltlinie im Punkt P (Bild 54¢). Nun falten
wir N auf P, wobei die Faltlinie QZ entsteht (Bild 54d). Da diese Faltlinie spéter noch einmal
betrachtet wird, soll hier schon darauf hingewiesen werden, dass ()Z die Mittelsenkrechte von N P
ist.

Wir falten Z@Q) auf ZP. Dabei geht die Faltlinie durch Z und markiert am unteren Rand den Punkt
R (Bild 54e). Nun wird noch ZM auf ZR entlang ZO nach hinten umgefaltet (Bild 54f). Dann
liegen bei Z zehn Schichten Papier aufeinander, die gut iibereinander zu passen scheinen. Folglich
miisste der Winkel <PZR bei Z die Groke 36° haben.

Abschliefsend schneiden wir durch P senkrecht zu Z P die Papierlagen durch und erhalten nach dem
Entfalten ein sehr regelméfig aussehendes Fiinfeck mit dem Mittelpunkt Z. Fiir Bild 54f wurde die
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Figur nicht zerschnitten, sondern nur entlang der Schnittlinie umgefaltet. Dadurch erkennt man

nach dem Entfalten das Fiinfeck gut im Ausgangsquadrat.

Nun miissen wir priifen, ob das gefaltete Fiinfeck regelméfig ist. Dazu konnen wir z.B. den Winkel
<M Z@Q) (Bild 54e) berechnen. Falls das Fiinfeck regelméfig ist, miisste dieser Winkel die Grofe
3 - 36° = 108° haben. Zur Berechnung legen wir das entfaltete Quadrat in ein Koordinatensystem,

so wie es in Bild 55 gezeigt ist. Wir gehen davon aus, dass die Kantenlidnge des Quadrates 4 ist.

Wir berechnen die Grofe des Winkels <<QQZ N und erhalten daraus die
n gesuchte Winkelgrofe. Um die Groke des Winkels <?Z N zu berechnen,

bestimmen wir zuerst die Koordinaten der beiden Punkte Z und Q.

Aufgrund der Faltkonstruktion sind von P und N die Koordinaten be-
N kannt: P(1;3) und N(4;2). Dann hat die Gerade durch P und N den
L N Anstieg mpy = —%. Weil Z@Q) die Mittelsenkrechte von PN ist, geht
A B die Gerade durch Z und @) auch durch den Mittelpunkt L von PN und
0 2 Q 4

X steht auf dieser Strecke senkrecht. Folglich gilt fiir den Anstieg dieser
Bild 55 Geraden mzq = —;-— = 3. Da L die Koordinaten L(3;3) hat, ergibt

sich y = 3z — 5 fiir die Gleichung der Geraden durch Z und Q.

Weil die y-Koordinaten von Z und @ bekannt sind (yz = 2 und yg = 4), ergeben sich mit der
Gleichung y = 3x — 5 die zugehorigen x-Koordinaten: x; = % und z¢g = 3. Damit berechnen wir
nun tan<<QZN = % = é = 3. Daraus ergibt sich |<QZN| ~ 71, 565° und folglich |[<M ZQ| =
180°—|<@Z N| ~ 108, 435°. Damit fiihrt die Faltkonstruktion nicht zu einem regelméfigem Fiinfeck.
Aber, aufgrund der geringen Abweichung vom gewiinschten Wert 108°, fillt dies bei der praktischen

Ausfiihrung der Faltung nicht auf.
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6 Vom Grashalm zum achteckigen Stern

In diesem Kapitel lernen wir nach [20] eine Figur zu falten,
die im Origami als Gras bekannte ist. Das fertige Ergebnis
ist im Bild 56 aus zwei Richtungen zu sehen. Dabei ergeben
sich auch zahlreiche elementargeometrische Fragen, die hier

im Zentrum dieser Betrachtungen stehen sollen.

Wir beginnen mit einem quadratischen Faltpapier ABCD,
wie es im Bild 57a zu sehen ist und falten es entlang der

Diagonalen AC' und wieder auseinander.

Nun werden die Kanten C'D und C'B an die gefaltete Diago-
nale herangefaltet (Bild 57b). Dabei gehen D nach D’ und B Bild 56: Gras

nach B’. Beide Bildpunkte fallen zusammen. Auferdem bestimmen die Faltlinien die Punkte £ und
F auf AD bzw. AB. Das entstandene Viereck AFC'E ist ein Drachenviereck. Dies ergibt sich aus
der Kongruenz der beiden Dreiecke AFC' und AC'E nach (wsw), da |[<FCA| = |[<ACE| = 22,5°
und |<FAC| = |[<CAE| = 45° und AC in beiden Dreiecken liegt. Folglich muss |EC| = |F'C| und
|EA| = |FA| sein. Damit ist AFCE tatséchlich ein Drachenviereck.

Bild 57: Faltfolge fiir den Grashalm

Als néchstes falten wir die Kanten AE und AF an die Diagonale AC heran (Bild 57¢). Die Bilder
von E und F fallen auf AC in einem Punkt zusammen, den wir mit S bezeichnen. Die Faltlinien
bestimmen zwei Punkte G und H auf C'E bzw. CF. Das Viereck AHCG ist ein Rhombus. Auch
hier konnen wir mit der Kongruenz der beiden Dreiecke AHC und ACG nach (wsw) argumentieren.
In diesen beiden Dreiecken ist ndmlich zusitzlich |[<HAC| = |<CAG| = 22,5°, woraus insgesamt
|[HC| = |GC| und |HA| = |GA]| folgt. Da die beiden betrachteten Dreiecke auch gleichschenklig
sind, die Innenwinkel an der Seite AC' haben die Grofe 22, 5°, ergibt sich, dass alle vier Seiten des
Vierecks AHC'G gleichlang sind. Folglich ist dieses Viereck ein Rhombus.
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fC Um nun aus dem flachen Rhombus das Origami-Gras eine rdaumliche
/ Figur zu erhalten, wird der Rhombus entlang GS und HS, aber nur
auf der Lange dieser Kanten, jeweils nach oben und dann wieder zuriick
gefaltet. Zum Abschluss wird die Kante C'S entgegen ihrer Faltrich-
tung gefaltet. Dabei bewegt sich das ganze Gebilde, sodass die im Foto
(Bild 58) gezeigte Figur entsteht. Diese Figur heift im Origami Gras.

Falten wir zwei solche Figuren aus gleich grofsen Ausgangsquadraten,
Bild 58 so konnen wir durch Ubereinanderlegen leicht sehen, dass das aufen
liegende Dreieck SH A kongruent zu dem aus der Figur herausragenden

Teil XHC ist (Bild 58). In den Bildern 59a und b wird das Ubereinanderlegen gezeigt. Diese

Kongruenz soll im Folgenden begriindet werden.

Bild 59: Uberpriifung der Kongruenz

Weil die Ausgangsfigur ein Rhombus war, ist in den beiden betrachteten Dreiecken |HA| = |[HC|.
Diese beiden Seiten werden rot markiert. Auferdem gilt [<SAH| = |[<XCH| = 22,5°.

Cp 225°

A
a b C

Bild 60: Zum Beweis der Kongruenz
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Wir zeigen nun noch, dass |[<SHA| = |<XHC| = 45° ist. Dazu wird die Strecke HX auf dem
Dreieck X HC' (blau) markiert. Auch die Winkel, deren Grofen untersucht werden sollen, werden
markiert (Bild 60a). Nun wird die Figur wieder zum Rhombus auseinandergefaltet (Bild 60b).
Dabei ist klar, dass |<AHS| = |<SHX]| gilt, weil diese beiden Winkel in der gefalteten Figur

iibereinander gelegen haben.

Nun falten wir die bei S liegende Ecke entlang der Faltlinie AH ebenfalls
wieder auf (Bild 60c). Dann ist der Winkel <</"H A kongruent zu den
beiden anderen Winkeln in H. Auferdem ist |[<CAF| = 45°. Damit
ergibt sich aber im Dreieck AFC, dass |[<AFC| = 112, 5° gilt. Folglich
ist auch |[<HSA| = 112,5° und damit ergibt sich im Dreieck AHS, dass
|<<TAHS| = 45° ist. Also liegen in H drei Winkel der Grofe 45° und
folglich muss der vierte Winkel <X HC ebenfalls die Grofse 45° haben.
Damit ist aber die Kongruenz der beiden Dreiecke SHA und XHC

nachgewiesen.

Unseren Grashalm konnen wir durch eine Bliite (vgl. [24]) so ergénzen,

dass wir eine Tulpe bekommen (Bild 61). Diese falten wir nach der

S o)

Bild 61: Tulpe

Anleitung, die im Bild 62 gezeigt ist. Dazu benutzen wir wieder ein quadratisches Faltpapier.

Dieses Quadrat sollte eine Kantenlinge haben, die etwa % der Kantenldnge des Quadrates fiir den

Grashalm betrégt.

nach vorn
und hinten
falten

Rut():kseite
ebenso
@ - falten 4 /

Bild 62: Faltfolge fiir die Tulpe

Spitze ganz
7" knapp ab-
schneiden

Eine kleine Modifikation des Grashalmes lisst einen Vogel entstehen (Bild 63d). Dazu falten wir

den ldngeren Teil des Grashalms etwas schrig zur duferen Kante in beide Richtungen hin und

zuriick (Bild 63a). Nun driicken wir, entlang des eben gefalteten Knickes, die obere Spitze zwischen
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die beiden Schichten des Grashalmes. Es entsteht der Schnabel des Vogels (Bilder 63b und c), nur

die Augen miissen noch aufgemalt werden.

a b c d
Bild 63: Vom Grashalm zum Vogel

Bild 64: Stern Bild 65: Modul fiir Stern

Nun beachten wir, dass die beiden Winkel |[<SHA| und |<CHX| (vgl. Bild 60a) jeweils die Grofe
45° haben. Weil 45 ein Teiler von 360 ist, lassen sich acht Grashalme, ohne Liicke, um die Ecke H
anordnen. Damit das Ganze auch einen Stern (vgl. Bild 64, vgl. [24]) ergibt, der zusammenhélt,
werden acht Grashalme bendtigt, die wie folgt verdndert werden: Jeder der acht Grashalme wird
wieder zum Rhombus aufgefaltet und so auf den Tisch gelegt, dass die geschlossene Fliche oben
liegt. Dann sind die gefaltete Diagonale AC sowie die beiden Faltlinen HS und GS zu erkennen
(Bild 65a). Nun falten wir HC auf HS und GC auf GS, aber jeweils nur bis zur Diagonalen AC.
Auf dieser Diagonalen entsteht der Schnittpunkt S’ dieser Faltlinien. Nun wird die Figur wieder

zum Grashalm zusammengefaltet, diesmal aber entlang der neuen Faltkanten H.S und GS.

In den Bildern 65b und c ist der fertig gefaltete Grashalm aus zwei unterschiedlichen Ansichten zu

sehen.
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Bild 66: Zusammenfiigen von zwei Modulen

Im Unterschied zu dem am Anfang gefalteten Grashalm hat der neue Grashalm an dem innen
liegenden Dreieck zwei Laschen. Unter diese Laschen lasst sich das aufen liegende Dreieck eines

weiteren Grashalmes schieben, so wie es in den Bildern 66a - ¢ gezeigt ist.

Wegen der vorher nachgewiesenen Kongruenz der beiden Dreiecke passt das eingeschobene Dreieck

genau unter die beiden Laschen.

Nun werden weitere sechs neue Grashalme der Reihe nach eingearbeitet und abschliefsend der achte
mit dem ersten ebenso verbunden. Diese letzte Verbindung ist nicht ganz so einfach herzustellen.

Als Ergebnis erhalten wir aber einen schonen achteckigen Stern, so wie er im Bild 64 zu sehen ist.
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7 Halbieren eines Quadrates

Beim Falten von Papier verwenden wir oft quadratisches Faltpapier. Wir beginnen manchmal mit
dem Falten von einer Ecke des Quadrates auf eine diagonal gegeniiberliegende Ecke, wobei die zu-
gehorige Faltlinie die andere Diagonale des Quadrates ist.

Oder wir falten eine Ecke des Quadrates auf eine Ecke, die dieser nicht diagonal gegeniiber liegt.
Dann ist die zugehorige Faltlinie die Mittelsenkrechte der Quadratseite, die diese beiden Eckpunkte
verbindet. Diese Mittelsenkrechte ist auch gleichzeitig eine Mittelparallele des Quadrates.
Gelegentlich bestimmen wir auch erst den Mittelpunkt des Quadrates, indem wir z. B. beide Dia-

gonalen falten. Dann falten wir die vier Quadratecken auf diesen Mittelpunkt.

Im ersten Fall entsteht ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, im zweiten ein Rechteck und
im dritten wieder ein Quadrat. Auch wenn diese drei Figuren unterschiedlich sind, haben sie ei-
ne Gemeinsamkeit: Jede der drei Figuren ist mit zwei Schichten Papier bedeckt. Daher ist der

Fliacheninhalt jeder dieser Figuren gleich dem halben Flécheninhalt des Ausgangsquadrates.

Solchen Flachenhalbierungen fiir Quadrate wurden bereits in [19] (S. 24) kurz angesprochen. In [20]
wird dabei auch Schneiden zugelassen.

Hier werden wir uns ausfiihrlicher mit dem Halbieren des Flacheninhaltes eines Quadrates beschaf-
tigen. Neben geometrischen Betrachtungen eignet sich dieses Thema auch gut zum Problemlosen
und zur mathematischen Modellierung (lineare und quadratische Gleichungen spielen dann eine

Rolle), wobei auch Begriinden und Beweisen nicht zu kurz kommt.

7.1 Quadrathalbierung langs einer Mittellinie

Falten wir zuerst in einem Quadrat ABCD zwei Ecken (z.B. B

und C') mit einer gemeinsamen Kante auf die zugehorigen ge-

/\ C D=C F

geniiberliegenden Ecken (A und D) (Bild 67), so liegen zwei Pa-
pierschichten direkt iibereinander. Das bedeutet aber, dass der
Flacheninhalt des Quadrates halbiert wurde. Bezeichnen wir mit
E und F die Schnittpunkte der Faltlinie mit den Quadratkan- /\
ten AB und C'D, so sind diese beiden Punkte die Mittelpunkte E L

| «—a—>»IB A=B E

dieser Strecken, da auch hier entsprechende Streckenabschnitte 5 b

>E—0 —> |U

beim Falten iibereinander liegen. Auch eine Winkelhalbierung Bild 67
kénnen wir beobachten: Die Punkte £ und F' sind Scheitelpunk-
te jeweils eines gestreckten Winkels. Beim Falten werden diese beiden Winkel halbiert. Auch hier

liegen nach dem Falten die Schenkel der Teilwinkel direkt {ibereinander, sodass die Teilwinkel kon-
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gruent zueinander sind und damit auch die gleiche Grofe haben. Da die Winkel vor dem Falten
gestreckte Winkel waren, sind es nach dem Falten rechte Winkel. Damit ist AEF D ein Rechteck.
Ist a die Lange der Seiten des Quadrates ABCD, so hat das Rechteck AFF D die Seitenlingen a
und §. Auch rechnerisch ergibt sich fiir das Quadrat ABC'D der Flécheninhalt Fy = a® und fiir
das Rechteck AEFD der Flicheninhalt Fr = a - % = 1a?, also Fg = 1Fg.

7.2 Quadrathalbierung parallel zu einer Mittellinie

Falten wir ein neues Quadrat ABC'D. Wir falten jetzt A auf einen beliebigen Punkt A’ von AB
(Bild 68). Dabei geht D in den Punkt D" auf C'D iiber. £ und F bezeichnen die Schnittpunkte der
Faltlinie mit den Quadratkanten. Natiirlich ist E'F senkrecht auf AB bzw. C' D und nach dem Falten
sind bei E und F' rechte Winkel. Nun falten wir B auf A’, wobei C' nach D" geht und G und H
die Schnittpunkte der Faltlinie mit den Quadratkanten bezeichnen. Auch bei G und H bilden sich
rechte Winkel, womit EFGHF ein Rechteck ist. In diesem Rechteck liegen wieder zwei Schichten
Papier direkt iibereinander, es hat also den halben Flacheninhalt des Ausgangsquadrates. Ist a
wieder die Lénge der Quadratkanten, dann ist | EF| = a und folglich muss [EG| = $a sein. Das ist
aber auch schon aufgrund der Faltung klar, denn iiber EG liegt diese Strecke doppelt, einmal die
Strecke selbst und dann die beiden Teilstrecken FA" und GA’, die jeweils zu AE und BG kongruent
sind und AF, EG und GB ergeben zusammen AB.

£, ¢ F_ D)y ~C F_D=C'H D _F H C
FoD H i D=C'!

>E— 0 —»5

- _a—»B E A B E A=B' G A Ep_g";iés

Bild 68

7.3 Quadrathalbierung zu einer Mittellinie

Wir beginnen wieder damit, dass wir in unser quadratisches Faltpapier ABC D mit der Seitenlénge a
eine zu BC parallele Mittellinie falten. Dadurch entstehen zwei Rechtecke AEF D und EBC'F in die
wir jeweils eine Diagonale falten. Dazu haben wir im Wesentlichen zwei verschiedene Moglichkeiten:
Die beiden Diagonalen treffen sich z.B. in F" oder sie sind parallel zueinander. Diese beiden Varianten

untersuchen wir getrennt.
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Variante 1: Wir falten D an der Diagonalen AF und C' an der Diagonalen BF um (Bild 69b, c).

Zum Abschluss falten wir noch das kleine iiberstehende Dreieck an AF zuriick (Bild 69d, e). Dann
erhalten wir ein gleichschenkliges Dreieck ABF, das wegen |[ABF| = 3|AB|-|EF| = 3a® den halben
Flacheninhalt im Vergleich zum Flécheninhalt des Ausgangsquadrates hat.

Weil im Dreieck ABF Teile nur einfach mit Papier bedeckt sind, andere aber zwei- bzw. dreifach

bedeckt sind, kdnnen wir die Flachenhalbierung nicht sofort erkennen.

1
|

Falten wir aber, ausgehend von
Bild 69¢ D" an SF um, so erhalten
wir das Dreieck SFD* (Bild 70b).
Wir erkennen, dass die beiden Drei-
ecke AES und SFD* kongruent

zueinander sind. Beide Dreiecke

sind ndmlich rechtwinklig, es gilt
|FD*| = |FD'| = |FD| = a und
|<ASE| = |<D'SF| = |<FSD*|. Bild 70

In analoger Weise konnen wir mit

C" aus Bild 69d verfahren, was den Punkt C* (Bild 70c) und die Kongruenz der beiden Dreiecke
SEB und SC*F liefert.

Wiirden wir die beiden Dreiecke SD*F und SC* I abschneiden, dann konnten wir damit die beiden
Dreiecke AES und BES bedecken und folglich wire das Dreieck ABF mit zwei Papierschichten

bedeckt. Auf diese Weise konnen wir auch die Flichenhalbierung erkennen.

An Stelle die Mittellinie EF im Quadrat ABCD zu falten, kénnen wir auch eine beliebige Senk-
rechte EF zu AB falten, so wie es im Bild 71a gezeigt ist.

44



7 HALBIEREN EINES QUADRATES

Bild 71

Dadurch entstehen wieder zwei Rechtecke AEF D und EBCF in die wir die beiden Diagonalen AF
und C'F falten (Bild 71b - e) und wie oben verfahren. Dadurch entsteht ein allgemeines Dreieck
ABF, dessen Flicheninhalt wegen |[ABF| = $|AB| - |EF| = a® halb so grof ist wie der des
Ausgangsquadrates.
Ebenso wie oben koénnen wir die
Halbierung des Flécheninhaltes oh-
ne Rechnung erkennen, wenn wir D’
bzw. C'an EF umfalten (Bild 72).
Die dabei entstehenden Dreiecke
D*S, F bzw. C*F'S; sind dann kon-
gruent zu den Dreiecken FS; A bzw.
a b c EBS,. Wiirden wir wieder die bei-
Bild 72 den Dreiecke D*S|F bzw. C*F'S,

abschneiden und auf die Dreiecke

ES1A bzw. EBS; auflegen, dann wére das Dreieck ABF mit zwei Papierschichten bedeckt, woraus
sich die Flachenhalbierung ergibt.

Variante 2: Wir falten D an der Diagonalen AF und B an der Diagonalen EC' um (Bild 73b, c).

/;\ACD

F

1
|
1

|l«——Fa—>»BA
a

f
£

w

Q

Bild 73
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Dann entsteht ein Parallelogramm AECF, fiir dessen Flicheninhalt [AECF| = |[AE|-|EF| = Sa =
%az gilt. Damit ist der Fliacheninhalt dieses Parallelogramms halb so grof wie der des Ausgangs-

quadrates. Folglich haben wir wieder eine Fldchenhalbierung gefunden.

Bei dem Faltvorgang (vgl. Bild 73c) fillt auf, dass D" scheinbar auf EC' zu liegen kommt. Dies
wollen wir jetzt {iberpriifen. Dazu legen wir die Figur in ein Koordinatensystem (vgl. Bild 74) und

bestimmen die Koordinaten von D', wobei D’ das Bild von D bei der Spiegelung an AF' ist.

Zuerst bestimmen wir die Gleichung der Geraden durch A und F.
Es ist g(AF): y = 2x.

Als néchstes wird die Gleichung des Lotes von D auf AF bestimmt. L ist
der zugehorige Lotfukpunkt. yA
Es ist g(DL): y = —32 + a. ars

O
M
O

Weil die Koordinaten z; und y; von L die beiden Geradengleichungen

erfiillen miissen, gilt —%xL +a = 2xp, also zj, = %a. Daraus ergibt sich

<
O

sofort y, = za.

Mit diesen Werten und dem Strahlensatz (Zentrum D) erhalten wir zp = 0=A >:<L XD a

1 3, i - /
za und ypr = za, die Koordinaten von D". Bild 74

Nun miissen wir noch {iberpriifen, ob D" auf der Geraden g(£C) durch F und C' liegt. Setzen wir
%a =Yp.
Damit liegt aber D" auf EC, wie vermutet. Natiirlich liegt dann auch B’ auf AF und AECF ist

ein Parallelogramm, bei dem keine zusétzlichen Ecken iiberstehen.

dazu in G(EC): y = 2z — a fiir # den Wert von zp ein, so erhalten wir y =2-2a —a =

Aus unserer Berechnung erkennen wir aber noch etwas. Weil der Punkt L vom oberen Rand des
Quadrates -é— von der Seitenldnge des Quadrates entfernt ist, haben wir hier eine Méglichkeit gefun-

den die Seite eines Quadrates in fiinf gleiche Teile einzuteilen.

D F C D F C C D F C D F C
/_\ L/ >\ _________ R N Y
A E B E B B A E B A E B
a b d e

Bild 75: Fiinftelung von AD
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O
>l
(@]

Im Bild 75 ist das Fiinfteln von AD gezeigt. Der letzte Schritt von Bild 75d

zu e kann z.B. durch eine ,Ziehharmonikafaltung” realisiert werden.

i ¥ Weil L auch 2 der Léinge der Quadratseite vom linken Rand des Quadrates

entfernt liegt, konnen wir in analoger Weise auch AB fiinfteln.

7\ Dass D’ auf EC liegt, ldsst sich auch ohne die obige Rechnung nachweisen.

A E B Dazu verbinden wir D’ mit C, wie es im Bild 76 gezeigt ist. Weiterhin be-

Bild 76 zeichnen wir den Winkel <<F"AD mit o und den Winkel <DF A mit 5. Dann
ist a + 8 =90°.

Weil die beiden Dreiecke AFD und AD'F kongruent zueinander sind, ist |<D'AF| = a und

|<<TAFD'| = f3. Folglich ist auch |[<BAF| = 8 und |FD| = |FD'| = a. Damit ist das Dreieck

CFD' gleichschenklig mit |FD'| = |[FC| = a und |<D'FC| = 180° — 2. Also hat jeder Basiswin-

kel in diesem Dreieck die Grofe 3, insbesondere ist damit |<F'CD’| = .

Das bedeutet aber, dass C'D’ parallel zu AF ist. Da auch die Diagonale C'E parallel zu AF ist und

es nur eine Parallele durch C' zu AF gibt, muss D’ auf EC' liegen.

Wir kehren noch einmal zur Flichenhalbierung zuriick und iiberlegen uns jetzt, wie wir diese
Eigenschaft auch ohne Flachenberechnung nachweisen kénnen. Dazu gehen wir von der Faltung in
Bild 73d aus und falten B’ und D’ an E'F um (Bild 77a). Wir werden jetzt zeigen, dass die beiden
Dreiecke ES,B* bzw. F'S1D* kongruent zu CFS; bzw. AES; sind. Dazu entfalten wir B* wieder
nach B (Bild 77b).

Es ist <FCB = <CEF (Winkel an geschnittenen Parallelen) und wegen der Faltung an EC' auch
ISLEC = <CED. Folglich ist C'ES) gleichschenklig, woraus |ESS| = |CS5] folgt.

Falten wir wieder B nach B* zuriick (Bild 77c) so erkennen wir zusitzlich, dass |F'C| = |EB| =
|EB*| ist. Wegen (Ssw) sind die beiden Dreiecke EB*S; und C'F'S; kongruent zueinander, was
analog auch fiir die beiden Dreiecke F'D*S; und AES; gilt.

C D F C D F C

............. B A E B
a b (¢
Bild 77

Wiirden wir die iiberstehenden Dreiecke abschneiden und sie auf die zugehdrigen freien Flachen

legen, wire das Parallelogramm AFEC'F mit zwei Papierschichten vollstdndig bedeckt, woraus sofort
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die Fldchenhalbierung folgt.

Nun ersetzten wir noch die Mittellinie F'F, wie in Variante 1, durch eine beliebige Senkrechte
zu AB (Bild 78). Dadurch entstehen die beiden Rechtecke AEFD und EBCF. C falten wir an
der Diagonalen AF und B an der Diagonalen EC' um. Dann entsteht ein Trapez AECE fiir
dessen Flécheninhalt |[AECF| = %fcl |EF| =% -a = 3a® gilt. Damit entsteht auch hier eine
Flachenhalbierung, unabhéngig von der Wahl der Senkrechten EF.

Bild 78

7.4 Quadrathalbierung lings einer Diagonalen und /2

Auch hier starten wir wieder mit einem Quadrat ABCD bei dem die Kantenldnge a ist. Falten
wir nun B auf D, so geht die Faltlinie durch die anderen beiden Eckpunkte A und C des Qua-
drates, die Faltlinie bestimmt also eine Diagonale im Quadrat (Bild 79). Die entstehende Figur ist
ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck. Nach der Faltung liegen wieder zwei Schichten Papier
direkt iibereinander. Damit ist der Flicheninhalt des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks AC'D
halb so grofs wie der Fldcheninhalt des Ausgangsquadrates. Dies kommt auch in der Formel fiir
den Flacheninhalt Fp dieses Dreiecks zum Ausdruck, wenn man CD als Grundseite und AD als

zugehdrige Hohe wéhlt: Fp = Za®.

Bei dieser Faltung werden die beiden rechten Winkel des Quadrates bei A und C halbiert, die
Innenwinkel des Dreiecks ACD bei A und C' haben demzufolge jeweils die Grofke von 45°. Dies
steht natiirlich im Einklang mit der Innenwinkelsumme im Dreieck und mit dem Satz, dass die

Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck gleich grofs sind.

Falten wir das Dreieck AC'D wieder zum Quadrat ABCD auseinander und verbinden mit Bleistift
und Lineal die Punkte B und D. Dann ist BD die zweite Diagonale im Quadrat. Den Schnittpunkt
von AC mit BD bezeichnen wir mit M. Aufgrund der Faltung halbiert M die Strecke BD, denn
nach dem Falten liegt M B direkt iiber M D. Wiirde man das Quadrat entlang der Diagonalen BD
falten, dann wiirde A auf C' und M A auf MC zu liegen kommen. Folglich halbiert auch M die
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Diagonale AC'.

D D=B a C D (@ D=B a @
T A d
a 7 ! . d M a M
l d
A A A B A
a b C d
Bild 79

Betrachten wir noch einmal das aus dem Quadrat ABC'D gefaltete Dreieck AC'D. Dieses Dreieck ist
gleichschenklig-rechtwinklig mit dem rechten Winkel bei B und die beiden Katheten (die Schenkel)
des Dreiecks haben jeweils die Lénge a. AC' ist die Hypotenuse dieses Dreiecks mit der Linge
d. Wenn man den Satz des Pythagoras noch nicht kennt, kann man trotzdem die Lange d einer
Diagonalen eines Quadrates in Abhéngigkeit von seiner Seitenldnge a bestimmen. Dazu miissen wir
nur bedenken, dass das Dreieck AC'D im Vergleich zum Quadrat ABCD den halben Flédcheninhalt
hat, die Diagonalen im Quadrat senkrecht zueinander sind und der Diagonalenschnittpunkt M
diese halbiert. Nun berechnen wir den Flacheninhalt F4cp des Dreiecks AC'D, indem wir AC' als
Grundseite verwenden. Wir erhalten dann Facp = LAC||MD| = 1d% = 1d® Andererseits ist

Facp = $Fapcp, also 1d* = La®. Daraus ergibt sich d* = 2a* bzw. d = av/2.

P4 [ d d

dn
\]/

Bild 80

Diese Bestimmung von d kénnen wir aber auch auf einem anderen Weg (ohne Verwendung des
Satzes des Pythagoras) erhalten. Dazu falten wir vier kongruente Quadrate jeweils entlang einer
Diagonalen zu gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecken. Aus diesen vier Dreiecken kénnen wir ei-

nerseits zwei Quadrate, jeweils Kantenlinge a, legen (Bild 80a). Andererseits konnen wir aus diesen
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vier Dreiecken auch ein Quadrat mit der Kantenlénge d legen (Bild 80b). Da wir fiir das grofse Qua-
drat als auch fiir die beiden kleineren Quadrate jeweils die vier Dreiecke verwendet haben, miissen

die Flicheninhalte gleich sein. Es gilt also d? = 2a?, woraus d = av/2.

Mit unseren Uberlegungen haben wir die Linge einer Diagonalen im Quadrat bestimmt, ohne den
Satz des Pythagoras zu benutzen. Dass sich diese Methode auch zur Herleitung bzw. zur Entdeckung
des Satzes des Pythagoras eignet, werden wir an spéterer Stelle sehen (Kapitel 8.2). Wir fragen

dann ndmlich nach der Linge einer Diagonalen in einem Rechteck.

7.5 Eine weitere Quadrathalbierung lings einer Diagonalen

Wieder starten wir mit einem Quadrat ABC' D bei dem die Kantenlédnge a und AC eine eingefaltete
Diagonale ist (Bild 81a). Dann falten wir B und D so auf diese Diagonale, dass die jeweilige
Faltgerade durch C geht. £ und F sind die Schnittpunkte dieser Faltgeraden mit den Quadratseiten
AB und AD (Bild 81b). G = B’ = D' bezeichnet den Punkt auf AC in dem B und D nach dem
Umfalten zu liegen kommen (Bild 81c). Weil A die Seitenldnge des Ausgangsquadrates ist, ist
|AC| = av/2 und |GC| = a. Folglich ist |AG| = av2 —a = a(v/2 - 1).

Im Dreieck AFG hat der Innenwinkel bei G die Grofe 90° und der Innenwinkel bei A die Grofe
45°. Folglich hat der Innenwinkel bei F' ebenfalls die Grofse 45°. Damit ist AF'G ein gleichschenklig-
rechtwinkliges Dreieck und es ist |AG| = |GF| = a(v/2 — 1)

Bild 81

Es ist natiirlich klar, dass der Flacheninhalt des Vierecks AFC'E grofer als die Hélfte des Fliachen-
inhaltes vom Ausgangsquadrat ABC'D ist, da das Viereck nicht iiberall mit zwei Papierschichten
bedeckt ist. Daraus ergibt sich die folgende Frage: Wie muss A an einer Faltlinie, die senkrecht zu
AC ist, umgefaltet werden, damit eine Figur mit dem halben Flacheninhalt vom Ausgangsquadrat
entsteht? Im Bild 82a bezeichnet K L eine solche, zu AC' senkrechte Faltlinie, die AC' in H schnei-

50



7 HALBIEREN EINES QUADRATES

det. h bezeichnet den Abstand |AH|. Wie muss h gewihlt werden, damit nach dem Umfalten von
A an KL (Bild 82b) das Fiinfeck K LFC'E einen Fliacheninhalt hat, der dem halben Flicheninhalt

des Ausgangsquadrates entspricht?

C
. a
B B A Bl af2
Ens G\ F A
; K> H hi a(f2-1)
2 vy
A A
a b c

Bild 82

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir Bild 82¢ und berechnen den Flacheninhalt des Fiinf-
ecks KLFCE. Es ist |KLFCE| = |EFC|+ |KLFE|. Wir erhalten

|EFC| = 222 0ae _ (/5 _ 1)q? und

[KLFE| = 2202-08((\/3 — 1)a — h) = (b + (v2 — D)a)((V2 — Da — h)
=((vV2=1)a+h)((V2—1)a—h) = (V2 —1)2a® — k2.

Weil |[KLFCE| = |[EFC| +|KLFE| = ]ABCD| = 3a” gelten soll, erhalten wir

(V2 —1)a® + (V2 — 1)%a®> — h* = 1a?, woraus sich

h? = (V2 —1)a® + (V2 - 1)%a® — La® = (2 — V/2)a? ergibt. Folglich wird
)

h2 — 3—3\/5(12 _ 2—2\2ﬁ+1a2 _ (\/52—1 2a2, also
_ (v2-y o (2-v2)
h = 0= 5 a.

Damit haben wir aber den Abstand h bestimmt, der uns ein Fiinfeck liefert, dessen Flacheninhalt

halb so grofs ist wie der des Ausgangsquadrates.

Berechnen wir nun noch die Linge der Strecke AL, so erhalten wir
|AL| = hW/2 = (Z_Tﬂ)\/ﬁa = (v/2 — 1)a. Dies bedeutet aber, dass |[AL| = |AG| ist. Mit dieser

Erkenntnis konnen wir sogar eine Faltkonstruktion fiir das Fiinfeck K LFCE ableiten.

Wir miissen nach den obigen Uberlegungen auf AF einen Punkt L so bestimmen, dass |AL| = |AG|
ist (Bild 83a). Dies kénnen wir erreichen, indem wir F' so auf AC' falten, dass die Faltlinie durch A
geht. Dabei geht F' nach F’ und P bezeichnet den Schnittpunkt der Faltlinie mit C'F' (Bild 83b).
Der Punkt G bestimmt jetzt auf AF’ den Punkt L' mit |[AG| = |AL'|. Zum Markieren dieses
Punktes falten wir A an der durch E und G bestimmten Faltlinie um (Bild 83c). Die letzten

beiden Faltschritte machen wir wieder riickgdngig und erhalten die Figur aus Bild 83d, in der L der
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gesuchte Punkt auf AF ist. Zum Abschluss falten wir A so auf GC, dass die Faltlinie durch L geht.
K ist der zugehorige Schnittpunkt mit AE. Nun ist K LFCE ein Fiinfeck, dessen Flicheninhalt
halb so grofs ist wie der des Ausgangsqudrates ABCD.

Bild 83: Faltfolge 1

Wenn man den obigen Faltprozess zum Fiinfeck durchfiihrt, dann zeigt sich, dass eventuell A’ mit
F’ zusammenféllt. Ob dies tatsichlich so ist, wollen wir jetzt {iberpriifen.

Wir wollen also |AF'| = |AF| = |AA'| zeigen.

Von den obigen Uberlegungen wissen wir, dass |AF| = |AG|v2 = (V2 — 1)av/2 = (2 — v/2)a ist.

Andererseits ist [AA'| = 2| AG| = 2h = 2¥251a = 2(1 — 1v/2)a = (2 - V2)a.

Damit ist tatsdchlich |AA'| = |AF’'| und wir

kénnen eine zweite Faltfolge fiir das Fiinfeck c

KLFCE angeben (Bild 84a-c).

Dazu falten wir zuerst entsprechend der Bil- P -

der 83a-c. Dann falten wir entlang der durch F

P und F’ bestimmten Faltlinie, um F’ auf die £ G

Diagonale AC' zu iibertragen (Bild 84a). Ma- :

chen wir diese Faltung wieder riickgdngig und A

ebenso das Falten von F' am AP, so konnen a

wir nun A auf F’ falten. Dabei entsteht die Bild 84: Faltfolge 2

Faltlinie LK (Bild 84b). Das Ergebnis ist das
Fiinfeck KLFCFE (Bild 84c), dessen Flidcheninhalt halb so grof ist wie der des Ausgangsquadrates
ABCD.

Beim Falten nach Bild 84 haben wir den Eindruck, dass die Faltlinie, die durch P und F’ bestimmt
ist, durch E geht. Dies wollen wir jetzt zum Abschluss dieses Abschnittes iiberpriifen. Dazu le-

gen wir die Figur in ein Koordinatensystem, so wie es Bild 85 zeigt. Gleichzeitig tragen wir die
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entsprechenden Werte aus den vorhergehenden Uberlegungen mit ein. Zusitzlich bezeichnet S den
Schnittpunkt der Geraden durch C und F mit der x-Achse.

Zur Uberpriifung unserer Vermutung bestimmen wir die Gleichung

v/ der durch P und F” bestimmten Geraden. Anschliefsend sehen wir
a@ nach, ob F auf dieser Geraden liegt. Dazu miissen wir zuerst die

a- | Koordinaten der entsprechenden Punkte bestimmen.
Weil |OF'| = |OF| = a(v2 — 1) - V2 = a(2 — V/2) ist, hat F’ die

B %Q Koordinaten F'(0;a(2 — v/2)).

2-1) Nun miissen wir die Koordinaten von P bestimmen. Da die y-
G 3% Koordinate von P den Wert yp = %\/5 hat, halbiert der ent-
T A=O ."Sé > » sprechende Punkt auf der y-Achse die Strecke OC. Folglich hal-
-a(2-1) a(2-1) 2 biert auch P die Strecke SC' (Strahlensatz, Zentrum C'). Dem-
Bild 85 zufolge gibt die z-Koordinate von P den Mittelpunkt der Stre-

cke OS an. Wenn wir zp bestimmen wollen, miissen wir zuerst
die z-Koordinate von S(zg;0) bestimmen. Dazu benétigen wir die Gleichung der Geraden durch
C(0;av/2) und F(a(v2—1);a(v2—1)). Es ist g(CF) : y = 22— “\(/—\[1)1 r+av2= \/- -
Nun miissen wir die Koordinaten von P bestimmen. Da die y- Koordmate von P den Wert yp = g\/_
hat, halbiert der entsprechende Punkt auf der y-Achse die Strecke OC'. Folglich halbiert auch P
die Strecke SC' (Strahlensatz, Zentrum C'). Demzufolge gibt die x-Koordinate von P den Mittel-

punkt der Strecke OS an. Wenn wir zp bestimmen wollen, miissen wir zuerst die xz-Koordinate

von S(zg;0) bestimmen. Dazu bendtigen wir die Gleichung der Geraden durch C(0;av/2) und
F(a(v2-1);a(v2 —1)). Bs ist g(CF) 1y = 22020 4 01/7 = f =+ av/2.

Weil die Koordinaten von S(xg;0) diese Gleichung erfiillen, gilt 0 = \/5_ S %s + av/2.

Also 5 = av2(v2 — 1) = a(2 — v2) und damit zp = zg = 2(2 — V2).

Damit hat P die Koordinaten P(£(2 — v/2); /2).

Nun kénnen wir die Gleichung der Geraden durch P und F’ bestimmen. Es ist

22-a(2—V2
ger -y = S e a2~ v2) = Y + a2 - V).
Setzen wir in dieser Gleichung fiir 2 die 2-Koordinaten von E, also x5 = —a(y/2—1) ein, so erhalten
wiry = —222a(v2- 1)+ a2 - V2) = - A5a(V2 - 1) +a(2 - V2) = .. = a(v2 - 1) = .

Damit liegt der Punkt E auf der Geraden durch P und F’ und unsere Vermutung ist richtig.

7.6 Quadrathalbierung zum Mittelpunkt

Wir betrachten nun den Mittelpunkt M unseres Faltquadrates ABCD und falten die Ecken auf

diesen Mittelpunkt, wie es im Bild 86b gezeigt ist. Zuerst alle vier, dann drei, dann zwei und am
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Ende nur eine Ecke.

Nur im ersten Fall, wenn wir alle vier Ecken in den Mittelpunkt falten, entsteht sofort eine Fléchen-
halbierung. In den anderen Féllen miissen zuséitzliche Faltungen durchgefiihrt werden, damit wir
eine Fliachenhalbierung erreichen. Dazu werden verschiedene Moglichkeiten untersucht. Natiirlich
ergeben sich hier auch weiterfiithrende Untersuchungsmaglichkeiten, die zur selbststdndigen Arbeit

anregen konnen.

7.6.1 Vier Dreiecke werden umgefaltet

Wieder ist ABC'D unser Ausgangsquadrat mit der Kantenlinge a. Wir falten zuerst die beiden
Mittelparallelen (Bild 86a), wobei der Mittelpunkt M des Quadrates entsteht. Anschliefsend falten
wir die Ecken des Quadrates auf M (Bild 86b). Dadurch entsteht einen neues, kleineres Quadrat
EGFH mit der Seitenléinge s, welches mit zwei Papierschichten bedeckt ist (Bild 86¢), also den
halben Fliacheninhalt wie das Ausgangsquadrat hat. Auch die Linge von s konnen wir sofort ange-
ben. Dazu bedenken wir, dass z.B. EG eine Diagonale im Quadrat EBGM mit der Kantenldnge
%a ist. Nach den obigen Uberlegungen ist s = |[EG| = %\/ﬁ

D . CD E C F D

’
’
’
’
’

N
N

N

\;'n
2
,
/
.
/

—>
T
w
o)
T
2
1
1
1
1
!
1
1
:
=
:
1
1
1
:
o

’
,
,
s

e R o e ;

L E A IR . AN
Ale——a—>»BA B A E B
a b (& d
Bild 86

Natiirlich kénnen wir unsere Fragestellung auch umkehren. D.h., wir suchen zu einem gegebenen
Quadrat ein neues Quadrat, das den doppelten Flécheninhalt hat. Eine Losungsidee ergibt sich
sofort aus Bild 86d: Die nach innen gefalteten Dreiecke unseres neuen Ausgangsquadrates werden
einfach nach aufsen gefaltet. Zu dieser Quadratverdopplung kann man auch den Dialog zwischen
SOKRATES und MENON lesen (vgl. [27]).

7.6.2 Drei Dreiecke werden umgefaltet

In unser quadratisches Faltpapier wird wieder der Mittelpunkt A bestimmt (Bild 87a) und dann
nur drei Ecken, etwa A, C' und D, zum Mittelpunkt umgefaltet (Bild 87b).
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a

Bild 87

Dann entsteht ein Fiinfeck EBGF H (Bild 87c). Dieses Fiinfeck hat den Flacheninhalt |[EBGFH| =

3-La2 4142 = 242 also 1a? mehr als La?. Dieses a2 muss nun noch weggefaltet werden. Dies kann
8 1 ; 8 2 8

8

sicher auf verschiedene Arten geschehen. Wir wollen hier zwei Varianten untersuchen, bei denen
parallel zu EB und BG (Bild 88a) bzw. nur parallel zu EB (Bild 89a) gefaltet wird.

_ — F
T w
a . G H
l H 1 P B B
W/ R R _ I
v L S:h . Lo R*
B
E«%—J
a b
Bild 88
s P Fo
a & H 1e
: = B’
N R
, ) L
Yy g
E<—%—>|
a b
Bild 89
gelten.

Also % -h= éaz bzw. h? + ah —

1
4

Variante 1: In dieser Variante wollen wir parallel zu
E B und BG so falten, dass die Faltlinien LR und ST zu
EB bzw. BG jeweils den Abstand h haben (Bild 88a).
Unsere Aufgabe ist es, den Abstand h so zu bestimmen,
dass das (nicht konvexe) Polygon EBGT R* L einen Fli-
cheninhalt von %az hat. Diese Flédche setzt sich aus zwei
zueinander kongruenten Trapezen FBRL und BGTS
zusammen, wobei das Quadrat SBRR* doppelt ein-
fliefst.

24 (24h
2(22 )h_h2:1a2

Es gilt also |[EBGTR*L| =2 - z

Daraus ergibt sich (a + h)h — h? = %a®, woraus h =
%a folgt. Dieser Wert lasst sich gut durch Halbieren
von E'B und BG erzeugen. Es miissen dann nur noch
EB und BG an die entsprechenden Halbierungslinien

herangefaltet werden.

Variante 2: Nun wollen wir nur an LR parallel zu £EB
umfalten (Bild 89a). Dabei hat die Faltlinie LR zu EB
den Abstand h. Dieser Abstand h muss wieder so be-
stimmt werden, dass das Trapez EBRL den Flichenin-
halt La2 hat. Es muss also |[EBRL| = 2XG) . — 142

2 8

a’? = 0. Diese quadratische Gleichung hat die beiden Losungen
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hy=—-2+ %\/ﬁ und hy = =9+ %\/ﬁ Weil h; > 0 und hs < 0 ist, kommt fiir unsere Problemstellung

nur hy als Losung in Frage.

Es ist also h = —¢ + %x/ﬁ = %x/ﬁ — 5. Mit diesem Wert entsteht das Fiinfeck LRGFH, dessen
Flicheninhalt 1a? ist (Bild 89b).

Der Wert fiir A ldsst sich ebenfalls durch Falten gut
ermitteln, wenn man bedenkt, dass die Diagonale in ei- —
nem Quadrat mit der Seitenldnge %a die Linge 2v/2 T

a .

2
hat. Zuerst falten wir die Diagonale EG (Bild 90a)

und dann falten wir B so auf diese Diagonale, dass H y : 75T
die Faltlinie durch E geht (Bild 90b). Diese Faltlinie R
schneidet BG in einem Punkt R. Wir zeigen nun, dass E 8 _,lB
IBR| = h = /2 — & ist. Weil |EB| = |EB/| = ¢ ist, a b

ist [B'G| = 2v/2 — & = h. Weil aukerdem RGB’ ein Bild 90
gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck ist, ist |B'G| =

|B'R|. Aufgrund der Faltung von B auf EG ist |B'R| = |BR|. Insgesamt ergibt sich |BR| = h,

womit R der gesuchte Punkt auf BG ist. Wir miissen also nur B auf BG so falten, dass die Falt-

B

linie durch R geht. Damit entsteht das gewiinschte Fiinfeck, welches den halben Flicheninhalt im
Vergleich zum Ausgangsquadrat hat.

7.6.3 Zwei nebeneinander liegende Dreiecke werden umgefaltet

Auch hier wird zuerst der Mittel-

punkt des Quadrates ABCD be- B . ¢ D FE = C .l F C

stimmt (Bild 91a) und dann werden T

zwei Ecken, z.B. Aund D auf M ge- H A G

faltet, sodass das Fiinfeck HEBC'F M

entsteht (Bild 91c). Dieses Fiinfeck l ‘

hat den Flicheninhalt |[HEBCF|= A<—ta—>B A E B E B
&

2-3a?+ 1a® = 342, iibertrifft damit
za® um 1a®. Wir miissen von die-

sem Fiinfeck damit noch ein Flichenteil mit dem Inhalt %a2 weggefalten, um eine Figur mit dem

Bild 91

Flacheninhalt %az zu erhalten. Dazu gibt es verschiedene Mdoglichkeiten.

Variante 1: Wir falten B und C auf £ und F' (Bild 92a). Dann entsteht ein Fiinfeck EUV FH
(Bild 92b). Da dieses Fiinfeck mit zwei Papierschichten bedeckt ist, ist sein Flacheninhalt halb so

grofs wie der des Ausgangsquadrates.
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Variante 2: Wir falten H an E'F auf G (Bild 93a). Dann entsteht das Rechteck EBCF' (Bild 93b),
das den halben Fliacheninhalt vom Ausgangsquadrat hat.

Variante 3: Wir falten B an der Diagonalen EC um (Bild 94a). Dabei entsteht das Viereck
ECFH (Bild 94b). Dieses Viereck ist nicht iiberall mit zwei Papierschichten bedeckt, sodass wir

nicht sofort erkennen konnen, ob der Fliacheninhalt dieses Vierecks halb so grofs ist wie der des

Ausgangsquadrates.
S FA_y~C F_ V.. — Fi c F C
H i\_/l_ﬂ ----- G HGEEEE H §_|\_/| ------- G M G=H
.................. E\‘iLJ/B E U E B E B
a b a b
Bild 92 Bild 93

Natiirlich ist |EBC| = |EB'C| = 1a?, woraus |[HECF| = a® sofort folgt.

Folglich muss die dreifach bedeckte
Flache gleich der einfach bedeckten

Flache sein. Um dies einzusehen be-

zeichnen wir den Schnittpunkt von
EF mit B'C mit S (Bild 94c). Dann
ist das Dreieck ESB’ dreifach, das
Dreieck C'SF nur einfach und der

Rest des Vierecks zweifach mit Pa-

Bild 94

pier bedeckt. Wir erkennen aber so-
fort, dass die Dreiecke ESB’ und C'SF wegen (wws) kongruent zueinander sind, wobei |EB’| =
|CF| = %a ist. Wiirden wir nun das Dreieck ESB’ abschneiden, so kénnten wir dieses Dreieck
deckungsgleich auf das Dreieck C'SF' legen, womit das Viereck FCF H iiberall doppelt mit Papier
bedeckt wire. Also ist auch hier der Flacheninhalt des Vierecks EC'F'H halb so grofs wie der des

Ausgangsquadrates.

Variante 4: Wir falten C' auf E, wobei die Faltlinie LR entsteht (Bild 95a). Dabei ergiebt sich das
Fiinfeck FBRLH. Wir werden jetzt {iberpriifen, ob der Fliacheninhalt dieses Fiinfecks auch halb so
grofs wie der des Ausgangsquadrates ist. Dazu bezeichnen wir den Schnittpunkt von LR und EF
mit N und den mit der Diagonalen £C mit O. Wegen der Faltung von C auf E an LR ist LR die
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Mittelsenkrechte von EC. O ist damit auch Mittelpunkt von EC' und die markierten Winkel bei
O sind rechte Winkel. Erginzend sei auch bemerkt, dass wegen des Strahlensatzes (Zentrum C'),
auch HG durch O geht.

Bild 95

Ferner folgt [NE| = |[NC| und |RE| = |RC|. Nun sind aber auch die markierten Winkel bei C' und
E kongruent zueinander, da es Winkel an geschnittenen Parallelen sind. Folglich sind die beiden
Dreiecke FON und COR wegen (wsw) kongruent zueinander. Damit ist aber ERC'N ein Rhombus
und die beiden Dreiecke EBR und C'F'N sind wegen (Ssw) zueinander kongruent.

Dem Dreieck CFN entspricht aber das Dreieck EF'N nach dem Umfalten (Bild 95b). Dieser
Teil des Fiinfecks FBRLH ist mit drei Schichten Papier bedeckt, wihrend das Dreieck £ BR nur
mit einer Schicht bedeckt ist. Das wiirde sich also ausgleichen. Aber das Dreieck LN F' ist sogar
mit vier Schichten Papier bedeckt, wofiir es keinen Ausgleich in der Figur gibt. Damit ist die
Flache des Fiinfecks EBRLH kleiner als die Héilfte der Fliache des Ausgangsquadrates. Also keine
Flachenhalbierung.

Damit ergibt sich die Frage: Wo muss auf EC' der Punkt C’ gewihlt werden (Bild 95d), damit beim
Falten von C auf C” ein Fiinfeck EBRLH (Bild 95¢) mit halbem Fldcheninhalt im Vergleich zum

Ausgangsquadrat entsteht? Diese Frage soll hier jedoch nicht beantwortet werden.

Variante 5: Jetzt falten wir C' auf den Mittelpunkt von EH. Dabei entsteht die Faltlinie LR
(Bild 96a). Den Fliacheninhalt des Fiinfecks EBRLH (Bild 96b) werden wir wieder mit dem des
Ausgangsquadrates vergleichen und feststellen, dass der Flacheninhalt dieses Fiinfecks etwas kleiner

als der des halben Ausgangsquadrates ist.

Um dies zu zeigen, bezeichnen wir den Schnittpunkt von EF mit RC’ mit S und den mit RL mit
T. Aufgrund des Faltens von C' auf den Mittelpunkt von FH ist RC’ || EB. Folglich ist EBRS ein
Rechteck. Dieses ist nur mit einer Papierschicht bedeckt. Auferdem ist F'C" || EF und RL || EH.
Aufgrund dieser Parallelitéiten ist ESC” ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck, und folglich gilt
|C'S| = |ES|. Weiterhin ist |[F'C’| = |[EB| = §. Damit sind aber die beiden Rechtecke FBRS und
STF'C" kongruent zueinander. Da iiber dem Rechteck ST F'C" drei Papierschichten liegen, gleicht
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7 HALBIEREN EINES QUADRATES

eine dieser Schichten die fehlende Schicht iber EBRS aus. Damit ist das Fiinfeck fast {iberall
zweifach, nur das Dreieck F'TL ist vierfach mit Papier bedeckt. Folglich ist [EBRLH| < 1a?.

E ¥ F G
ooyl I é P S —
: L - AT . E@T
: I 7 g N

e ; AN N i
" M : : BN AN : R
C R e S R 5 C N'C S
e L L S L o et X
a b c d
Bild 96

Damit ergibt sich die Frage: Wo muss auf CN der Punkt C” gewihlt werden (Bild 96¢), damit beim
Falten von C auf C' ein Fiinfeck EBRLH (Bild 96d) mit halbem Flécheninhalt im Vergleich zum

Ausgangsquadrat entsteht? Auch diese Frage werden wir hier nicht beantworten.

7.6.4 Zwei gegeniiberliegende Dreiecke werden umgefaltet

Nun werden zwei gegeniiberliegende Ecken, etwa A und C' auf den Mittelpunkt M des Quadrates
gefaltet (Bild 97), wobei das Sechseck EBGF DH entsteht. Fiir den Flicheninhalt dieses Sechsecks
gilt |[EBGFDH| =2 ta*+2- 1a® = 34

D F I
I- ’ .G
A é\ B ................ E B
a b c

Bild 97

Damit iibertrifft der Flicheninhalt dieses Sechsecks den halben Fldcheninhalt des Ausgangsquadra-

tes um iaz.

Wir miissen also wieder einen Flachenanteil von iaz wegfalten, damit wir eine Figur mit halbem
Fliacheninhalt im Vergleich zum Ausgangsquadrat erhalten. Auch hier sind wieder verschiedene

Varianten moglich.
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7 HALBIEREN EINES QUADRATES

Variante 1: Wir falten B auf BC und D auf DA, so
dass die entsprechenden Faltlinien LR und ST von
EB und F'D jeweils den gleichen Abstand h haben
(Bild 98a). Welchen Wert muss h haben, damit das
Sechseck LRGTSH (Bild 98b) den halben Flichen-
inhalt im Vergleich zu dem des Ausgangsquadrates
hat?

Diese Frage wollen wir jetzt beantworten. Dazu muss
S+, _ 1

L2 2 Jh — 2
2 s =1
sitive fiir uns interessant ist.

M
. [ IR
,,,,,,,,,,, 'S Ih
Ele2»IB
2
a

Bild 98
a? gelten. Diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen, von denen nur die po-

Es ergibt sich h = %\/ﬁ— 5, genau wie in 7.6.2 (Variante 2). Dies war aber auch zu erwarten. Damit

konnen wir auch die Punkte R und S, wie in den Bildern 90a-b beschrieben, bestimmen.

Variante 2: Wir falten B auf G wobei die Faltli-

nie LR entsteht. Dann falten wir D auf DA, sodass hJD FT ............................ ey
die entsprechende Faltlinie ST von F'D den Abstand T S N : :
h hat (Bild 99a). Welchen Wert muss h haben, da- , 4 v EG P 5G
mit das Sechseck LRGT'SH (Bild 99b) den halben l . . . N JR
Fliacheninhalt im Vergleich zu dem des Ausgangs- . = L
quadrates hat? El 4—%—»'8

Um diese Frage zu beantworten, berechnen wir zu- . B

erst den Fliacheninhalt des Sechsecks HLRGF D. Es Bild 99

ist [ HLRGFD| = 0>+ 1a*+ % -4 = $a®. Damit muss das Trapez STFD den Flicheninhalt
=a? haben. Es muss also %Jr(z%Jrh)h = Za? gelten. Daraus ergibt sich h? + ah — £a® = 0. Diese

quadratische Gleichung hat zwei Losungen fiir h, wobei uns nur die positive Losung interessiert,

also h = %\/7—%.

Unsere Aufgabe ist es jetzt, diesen Wert fiir h auf AD von D durch Falten zu erzeugen.

Wir beginnen, indem wir in das quadratische Faltpapier die beiden Mittelparallelen FF und HG
falten. M ist der Schnittpunkt dieser beiden Faltlinien (Bild 100a).

Nun falten wir C' so auf EF, dass die Faltlinie durch D geht. Wir markieren C’ (z.B. mit einem Stift)
auf EF (Bild 100b). Dann ist |[DF| = % und [DC’| = a. Folglich ist |[FC’| = /a? — (£)? = 24/3.

Jetzt (Bild 100c¢) falten wir F' auf C’, wobei die Faltlinie LR entsteht, die EF in O schneidet.
Weiterhin verbinden wir D mit O z.B. durch Falten oder mit einem Lineal und Stift. Weil |FO| =

LFC'| = 24/3 ist, erhalten wir [DO| = 1/(£)? + (%v/3)? = 2/7. Toll! Das ist schon ein Teil von

dem gesuchten Wert h.
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& D F
e Ll No N
SO -0 ' ok e -
o Mo :
e iC'=F \iC=F
: B A E B A E B
c d
D F c
S Y X
T S| b . Tsl .
I R L[ SH™0O< ] R EF
e Tl | e v —— G
O \\\ i
\\\’£C'=F
B A E B
g h
Bild 100

Wir falten weiter H so auf DO, dass die Faltlinie durch D geht. Auf DO markieren wir mit einem
Stift den Punkt H'. Weil |[DH'| = |DH| = § ist, hat H'O die gesuchte Lénge h. Die Strecke H'O
miissen wir nun nur noch von D aus auf DA abtragen. Dies gelingt, indem wir beim Markieren
von H' auf DO auch gleich O" auf der umgefalteten Kante DA markieren. Nach dem Auffalten hat
HO' die Lange h (Bild 100d).

Bild 100e zeigt, dass wir D auf O’ falten, wobei die Faltlinie SH entsteht. Diese Faltung machen wir
nicht gleich wieder riickgéngig. Vielmehr falten wir D’ so nach oben, dass die in der oberen Schicht
entstehende Faltlinie (die wir im néchsten Bild mit XY bezeichnen) mit der darunterliegenden
Faltlinie HG iibereinstimmt (Bild 100f). Abschliefend falten wir das Quadrat wieder vollstindig
auseinander (Bild 100g). Dort ist XY die Faltlinie, die von DC den Abstand h hat. Mit diesen
Vorbereitungen konnen wir jetzt endlich das gesuchte Sechseck falten, das den Flécheninhalt %az
hat (Bild 100h).

Variante 3: Wir falten B auf BC, wobei die Faltlinie LR parallel zu HG ist und von AB den
Abstand h hat (Bild 101a). Dabei falten wir die eventuell iiberstehende Ecke B’ an F'G nach hinten
um. Wir miissen den Wert h wieder so bestimmen, dass die Flache des Sechsecks LRGFDH die
Groke 3a? hat (Bild 101b).

a2,

Dazu muss fiir den Flécheninhalt des Trapezes EBRL gelten: |EBRL| = Wh =1
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Daraus ergibt sich h? + ah — 3a® = 0. Diese qua- _ D F. c D Eo,
dratische Gleichung hat zwei Losungen, von denen ﬂﬁf_{gn
uns nur die positive interessiert. Wir erhalten h = = ~._‘EB’
9(\/§ —1). aH M S H 1G
2 ok ] Z L ‘R
Dieser Wert kann durch Falten erzeugt werden. Dazu ___________________ JE e
falten wir in das quadratische Faltpapier die Diago- A El<—%+ &

nale BD. Dann falten wir B so auf EF', dass die a b
Faltlinie durch A geht. Diese Faltlinie schneidet BD Bild 101

in S und EF in T. Der Punkt S hat von AB den
Abstand h. Um dies einzusehen, legen wir das Quadrat in ein Koordinatensystem wie es im Bild 102

gezeigt ist.

Weil ABB’ ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlinge a ist, ist

|EB'| = £4/3. Weiterhin sind AS und EF Seitenhalbierende in die- Ay
sem Dreieck und schneiden sich demzufolge im Verhéltnis 1 : 2. Also . Bl
ist [ET| = 2v/3. Folglich hat die Gerade g(AS) durch A und S den \ Ay
Anstieg 2v/3 : ¢ = 1v/3. Damit ist g(AS): y = 1v/3z und G(BD): 2 "* "

— 3 - 3

y = —x + a. Da die beiden Geraden durch den Punkt S(zs;ys) gehen, 1 T

muss 1v/3zs = —zs+a gelten. Daraus erhalten wir zg = 2(3—+/3) und O=A aEX \"\;B >
daraus ys = %(v/3—1) = h. Damit haben wir aber den gesuchten Punkt 270

S gefunden, der von AB den Abstand h hat. Die Faltung des Sechsecks Bild 102

ist damit aber klar.

7.6.5 Ein Dreieck wird umgefaltet

Nun wird nur eine Ecke des Aus-

gangsquadrates ABCD, etwa D,
auf den Mittelpunkt M des Qua-
drates gefaltet (Bild 103), wobei des
Fiinfeck ABC'F H entsteht.

Fir den Flicheninhalt dieses Fiinf-
ecks gilt [ABCFH| = 3-1a*+ga® =
gaz. Damit tibertrifft der Flachen-

inhalt dieses Sechsecks den halben

]
£

B A

Bild 103

Flacheninhalt des Ausgangsquadrates um gaz. Wir miissen also wieder einen Flachenanteil von

%aQ wegfalten, damit wir eine Figur mit halbem Fliacheninhalt im Vergleich zum Ausgangsquadrat
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erhalten. Auch hier sind wieder verschiedene Varianten moglich.

Variante 1: Wir falten A auf AD und B auf BC so, dass die entsprechende Faltlinie LR von AB
den Abstand h hat (Bild 104a).

C N - C i L C . C
\1 hinten :
B’ -N) A B’ B
HE == H H
R L M R | R L! R
h 2. : :
. LY [ S N N————
B A E B A E B A E B
b c d
Bild 104

Dann muss der Flacheninhalt des Rechtecks ABRL die Grofe %az haben, damit eine Flichenhal-
bierung entsteht. Weil |AB| = a ist, folgt sofort, dass h = |[AL| = |BR| = 2a sein muss. Dieser
Wert lisst sich leicht falten, wie im Bild 104b zu sehen ist. Zuerst falten wir den Mittelpunkt N
von GC' und dann B auf N, wobei die gesuchte Faltlinie LR entsteht. Falten wir nun noch vom
umgefalteten Rechteck das iiberstehende Dreieck an HF um (Bild 104c), dann erhalten wir das

Fiinfeck LRCFH (Bild 104d). Dieses Fiinfeck hat den Flicheninhalt $a?.

Variante 2: Wir falten A auf AD so, dass die entsprechende Faltlinie LR von AB den Abstand h
hat und anschliefsend falten wir C' auf C'D so, dass die zugehorige Faltlinie ST von BC' ebenfalls
den Abstand h hat (Bild 105a). Bild 105b zeigt die fertige Faltung. Dabei ist B* zusétzlich der
Schnittpunkt von LR mit ST

Wir berechnen nun A so, dass das Fiinfeck LB*TF'H

DF T ¢ - C T .. §C den Flicheninhalt “2—2 hat. Dazu muss der Flichen-
T? | inhalt von ABCTB*L gleich 2a* sein (Bild 105a),
: 2. 5 :

. MV\G u M d.h., es muss ah + (a — h)h = 2a® gelten. Dar-
1 R A ' aus ergibt sich fiir h die quadratische Gleichung

| i <B*r:1 L§ B* ! h? — 2ah + 2a* = 0. Diese Gleichung hat die bei-

g A T . “ . a
A E S B A i B den Losungen his = a + 5\/% Weil a + 5\/§ > a
Bild 105 ist, kommt fiir uns nur h = a — %\/g infrage.

Wie konnen wir aber diesen Wert fiir h durch Falten

ermitteln? Wir versuchen die Kathetenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks so zu bestimmen, dass

a

die Hypotenuse die Linge 5\/§ hat. Fiindig werden wir mit den Lingen %\/ﬁ und %\/5, denn es

ist /(8v2? + (8V22 =0y /2 + L =ay /i =2/
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5V 2 und %\/5 haben fiir unser Faltquadrat mit der Seitenléinge a eine besondere Bedeutung, es sind
ndmlich die Langen einer halben bzw. einer viertel Diagonale des Quadrates. Daher falten wir in
unser Faltquadrat ABC' D zuerst die beiden Diagonalen, die sich im Mittelpunkt M des Quadrates
schneiden (Bild 106a).

C D C

..............................

Bild 106

Wir falten B auf M und erhalten so den Mittelpunkt N von BM. Damit ist aber ANM das
gesuchte rechtwinklige Dreieck mit |AN| = %\/g . Nun miissen wir nur noch die Strecke AN von A
aus auf AB abtragen, damit wir den gewiinschten Wert h erhalten. Dazu falten wir AB so durch
N, dass die Faltlinie durch A geht (Bilder 106b und c). Jetzt falten wir die Figur an der Diagonalen
BD und erhalten dadurch auf AB’ den Punkt N’, fiir den |AN'| = g\/g gilt.

Nach dem Entfalten der Figur (Bild 106d) liegt N’ auf AB und es ist

IN'Bl=a-8/3="h D c
Nun falten wir B so auf N'A, dass die Faltlinie durch N’ geht (Bild 106d). E
Dabei entsteht B* als Schnittpunkt der Faltlinie mit der Diagonalen BD. ‘ wi 2 :
Nun falten wir N” auf N'B* so, dass die Faltlinie durch B* geht (Bild 106e). B*
Abschliefend falten wir noch D auf M. e

A N° B

Das fertige Ergebnis zeigt Bild 107. Der Flicheninhalt dieser Figur ist Bild 107
i
genau so grofs wie die Hélfte des Flicheninhaltes des Ausgangsquadrates.

Variante 3: Nachdem wir von unserem Ausgangsquadrat ABC D die Ecke D auf den Mittelpunkt
M umgefaltet haben, falten wir nun noch B auf die Diagonale BD. LR ist die zugehorige Faltlinie.

Diese Faltlinie ist senkrecht zu C'D. Die Abstdnde von L und R zu B sind folglich gleich und wir
bezeichnen diesen Abstand mit A (Bild 108a). Unsere Aufgabe ist es wieder das h so zu bestimmen,
dass eine Figur mit halbem Flidcheninhalt beziiglich des Ausgangsquadrates entsteht(Bilder 108b
und ¢). Da das Dreieck LBR weggefaltet wird, muss [LBR| = 1h? = 2a? gelten. Daraus ergibt sich
sofort h = -‘2%\/3
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nach

LU Wie konnen wir diesen Wert

h = %\/3 durch Falten erzeu-

gen? Dazu erinnern wir uns

an das Kapitel 2.2.3, in dem
es um das Falten von einem
Winkel mit der Groke 60°

ging. Dort trat unsere gesuch-

Bild 108 te Groke als Hohe eines gleich-
seitigen Dreiecks mit der Sei-
tenldnge a auf (vgl. Bild 18).

Daher wissen wir auch sofort, wie wir hier beim Falten vorzugehen haben.

Wir starten mit dem Faltquadrat ABCD in das die beiden Mittelparallelen GH und E'F, sowie die
Diagonale BD gefaltet sind (Bild 109a). Nach unseren Uberlegungen aus Kapitel 2.2.3 falten wir
jetzt C so auf GH, dass die Faltlinie durch B geht. T" ist der Schnittpunkt dieser Faltlinie mit C'D.
Auf GH entsteht der Punkt C”, den wir z.B. mit einem Stift markieren oder wir falten D an C'T
um, bevor wir das Dreieck BCT wieder zuriickfalten (Bild 109a). Nun ist |[C"G| = £/3 = h. Jetzt
falten wir H so auf C'G, dass die Faltlinie durch C” geht. Diese Faltlinie schneidet AB in unserem
gesuchten Punkt L und die Diagonale BD in B’ (Bild 109b).

o g//,,

o M fommemees

Bild 109

Jetzt falten wir zuerst D in M und wieder zuriick. HF ist die zugehorige Faltlinie. Dann falten
wir B auf B’ (Bilder 109¢ und d). Die zugehéorige Faltlinie geht durch L und schneidet BC' in
R. Zum Abschluss falten wir D an HF wieder um und erhalten das Sechseck ALRCF H, dessen

Flacheninhalt halb so grof ist wie der des Ausgangsquadrates.

Variante 4: Wir starten wieder mit unserem Ausgangsquadrat ABC D, in dem die Mittelparallelen
GH und EF eingefaltet sind. M ist auch hier der Mittelpunkt des Quadrates und D ist auf M
gefaltet. Nun falten wir die beiden Diagonalen im Rechteck ABG H, die sich im Punkt N auf EF
schneiden (Bild 110a). Wir berechnen den Flidcheninhalt des Fiinfeckes HNGCF und erhalten
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|HNGCF|=|HMF|+ |MGCF|+ |HNG| = 3a*+ 3a®> + 1a- 30 =

Damit ist das Fiinfeck H NGCF schon die gesuchte
Figur mit dem halben Flidcheninhalt beziiglich des T— ---------------

Ausgangsquadrates.

Damit wir dieses Fiinfeckes erhalten, falten wir die  a Hi e T
Ecken A und B gleichzeitig entlang HN bzw. GN l \ /

nach oben. Dabei bringen wir auch £ nach M.

Beim Glattstreichen entstehen unter den umgefal-
teten Dreiecken HN A’ und NG B’ zwei weitere Falt-
linien (Bild 110b).

Bild 110

7.7 Und ein gleichseitiges Dreieck?

Beim flaichenméfigen Halbieren eines Quadrates haben wir ein gleichschenkliges Dreieck (vgl.
Bild 69e), ein Quadrat (vgl. Bild 86¢), Rechtecke (vgl. Bild 67b), allgemeine Vierecke, Fiinf- und
Sechsecke erhalten. Das regt zur Frage an: Kénnen wir auch ein gleichseitiges Dreieck beim flichen-
méfkigen Halbieren eines Quadrates erzeugen?

Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir ein Quadrat ABC' D mit der Seitenlénge 1. In dieses
Quadrat zeichnen wir die Diagonale BD ein und bestimmen anschliefsend auf AD bzw. C'D die
Punkte E bzw. F, sodass |[<DBE| = |<F'BD| = 30° ist (Bild 111a).

D Fia €

E*

E

A B
C

Bild 111: Ein gleichseitiges Dreieck im Quadrat

Dann sind die beiden Dreiecke BDE und BF D wegen (wsw) kongruent zueinander und es folgt
|EB| = |FB| und |ED| = |FD|. Damit ist EBF ein gleichschenkliges Dreieck, bei dem der Innen-
winkel in B die Grofe 60° hat. Folglich ist EBF gleichseitig. Der Flacheninhalt dieses gleichseitigen
Dreiecks ist allerdings kleiner als die Hélfte des Flacheninhaltes des Quadrates. Um dies einzusehen,
betrachten wir die drei Dreiecke ABE, BC'F und EFD und sortieren diese im Quadrat ABC'D
um. Das gleichschenklig-rechtwinklige Dreieck EF' D verschieben wir so, dass E nach A geht. Dabei
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geht D nach D’ und F nach F’ (Bild 111b). Nun wird das Dreieck EAB so verschoben, dass £ nach
D geht. Dabei geht natiirlich A nach D’ und das Bild von B bezeichnen wir mit C’. Dann ist klar,
dass C'C'D = FCB ist. Folglich ist die Summe der Flacheninhalte der Dreiecke ABE, BCF und
EFD gleich dem Flicheninhalt des (nicht konvexen) Fiinfecks AF'C'C'D und der Flécheninhalt
des gleichseitigen Dreiecks EBF ist gleich dem Flicheninhalt des Vierecks ABC'F".

Weil |<F'AD'| = 45° ist, geht die Verlingerung von AF’ iiber F’ durch C. Und folglich ist
|ABC'F'| < }]ABCD]|, d.h., |EBF| < 5|ABCD|.

Das gleichseitige Dreieck EBF ist damit keine Losung fiir unsere Ausgangsfrage. Deshalb fragen
wir, ob es beziiglich FBF im Quadrat ABCD ein flichengrofieres, gleichseitiges Dreieck gibt.
Diese Frage muss mit ,,Nein!“ beantwortet werden. Gébe es ndmlich im Quadrat ABC D ein gleich-
seitiges Dreieck, dessen Fliache grofer als die Fliche von EBF ist, dann miisste die Seitenlinge
dieses Dreiecks grofer als |EB| sein. Aufierdem miisste eine Ecke dieses Dreiecks in einer Ecke
des Quadrates, etwa in der Ecke B, liegen. Bezeichnen wir mit E* und F* die anderen beiden
Ecken dieses Dreiecks (Bild 111c¢), dann muss wegen |E*B| > |EB| der Punkt E* auf ED liegen.
Weil E*BF* gleichseitig ist, liegt F™* auferhalb des Quadrates ABCD. Folglich ist EBF das fla-
chengrofite gleichseitige Dreieck, dass man in das Quadrat ABCD einbeschreiben kann. Da dessen
Flacheninhalt aber kleiner als die halbe Quadratfliche ist, gibt es in ABCD kein gleichseitiges
Dreieck der gesuchten Art.

Unabhiingig von den bisherigen Uberlegungen lisst sich das Dreieck EBF aus Bild 111a in das
Quadrat ABC'D falten. Bild 112 zeigt die Faltfolge. Zuerst falten wir die beiden Mittelparallelen
LR und UV in das Quadrat.

Bild 112: Faltfolge fiir ein flachengrofites gleichseitiges Dreieck im Quadrat.

Dann wird A so auf LR und C so auf UV gefaltet, dass die beiden Faltlinien durch B gehen. Dabei
entstehen die Punkte F und F auf AD bzw. C'D. Zum Abschluss wird noch D an E'F umgefaltet.
EBF ist dann ein gleichseitiges Dreieck, das so im Quadrat ABSD liegt, wie es Bild 111a zeigt.
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7.8 Weiterfithrende Fragestellungen

Das flichenméfige Halbieren eines Quadrates ldsst sich gut auf die analoge Fragestellung fiir Recht-
ecke iibertragen. So kénnen wir beliebige Rechtecke oder solche mit speziellen Seitenverhéltnissen
(1: V2,1 : /3, goldene Rechtecke, ...) untersuchen. In Anlehnung an 7.7 kénnen wir fragen: Wel-
ches Seitenverhéltnis muss ein Rechteck haben, damit ein eingefaltetes gleichseitiges Dreieck den
halben Flicheninhalt vom Rechteck hat?
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8 Der Thalessatz und der Satz von Pythagoras

Jetzt sollen der Thalessatz und der Satz des Pythagoras bewiesen werden, wobei auch wieder die

Arbeit mit Papier im Zentrum steht.

8.1 Der Thalessatz

Der Thalessatz kann mit Hilfe eines halbkreisférmigen Faltpapiers entdeckt und anschliefsend gleich
bewiesen werden. Dazu miissen wir uns halbkreisférmiges Faltpapier (etwa r = 5¢m) zurechtschnei-
den. A und B bezeichnen die Endpunkte des Durchmessers des Halbkreises und M den Mittelpunkt
von AB. Diesen Mittelpunkt kénnen wir leicht durch Falten von A auf B ermitteln (Bild 113a).
Anschlieffend markieren wir auf der Peripherie des Halbkreises einen beliebigen Punkt P. Nun fal-
ten wir A und B nach P. Die beiden zugehorigen Faltlinien gehen natiirlich durch den Mittelpunkt
von M von AB und bestimmen die Punkte E und F' auf der Halbkreisperipherie. Das Ergebnis
ist im Bild 113b zu sehen. Im Bild 113c sehen wir den wieder aufgefalteten Halbkreis. Dort sind
zusitzlich die Verbindungen von A und B mit P eingezeichnet (oder gefaltet). Diese Verbindungen
schneiden M E in G und M F in H. Nun fragen wir nach der Grofe des Innenwinkels des Vierecks
MHPG bei P.

E

A ™ B A M B
a b
Bild 113: Der Thalessatz.

Aufgrund der Faltung von A nach P ist M E die Mittelsenkrechte von AP. Analog ist M F die
Mittelsenkrechte von BP. Folglich hat das Viereck M HPG bei G und H rechte Innenwinkel.
Aus Bild 113b entnehmen wir, dass |[<F'ME| = 90° sein muss, denn nach dem Falten liegen
zwei Papierschichten iibereinander und der urspriingliche Winkel <BM A hatte eine Grofke von
180°. Damit ist der Innenwinkel bei M im Viereck M H PG ebenfalls ein rechter Winkel. Da die
Winkelsumme in einem Viereck aber 360° betréigt, muss nun |[<APB| = 90° sein. Damit haben wir
aber den Satz des Thales

Jeder Peripheriewinkel iiber dem Durchmesser eines Halbkreises ist ein rechter Winkel.
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8 DER THALESSATZ UND DER SATZ VON PYTHAGORAS

gefunden und gleichzeitig bewiesen.

8.2 Der Satz des Pythagoras

Zum Satz des Pythagoras kniipfen wir an Kapitel 7.4 an. Dort hatten wir am Ende nach der Linge
einer Diagonalen in einem Quadrat mit der Seitenlinge a gefragt. Die Bestimmung dieser Linge
gelang ohne Benutzung des Satzes des Pythagoras. Wir fragen jetzt, wie in Kapitel 7.4 angekiindigt,
nach der Liange der Diagonalen in einem Rechteck mit den Seitenléingen a und b (Bild 114a).

BE— TP
T
~

A

A
o
\

a b c
Bild 114: Der Satz des Pythagoras.

In Analogie zu Kapitel 7.4 kénnen wir aus zwei zueinander kongruenten Rechtecken vier recht-
winklige und untereinander kongruente Dreiecke machen (Bild 114b). Will man daraus wieder ein
Quadrat mit der Seitenldnge d zusammenlegen, so wird das nicht gelingen. Es gelingt nur ein Qua-
drat mit der Seitenléinge d, in dem im Innern eine kleine quadratische Fliche frei bleibt. (Bild 114c).
Nun kénnen wir rechnen: d? = 2ab + (a — b)? = 2ab + a® — 2ab + b* = a® + b*. Damit gilt:

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe aus den Quadraten der Kathetenldngen

gleich dem Quadrat der Linge der Hypotenuse.

Das ist der Satz des Pythagoras, der hiermit gefunden und bewiesen wurde.

Einen anderen Zugang zum Satz des Pythagoras wird in [20], S.43, beschrieben. Ausgangspunkt ist
ein quadratisches Faltpapier ABC'D mit der Kantenlidnge a (Bild 115a).

Zuerst tibertragen wir die Grofe des Faltpapiers zweimal (nebeneinander) auf ein Zeichenblatt oder
in unser Arbeitsheft (Bild 117a).

70



8 DER THALESSATZ UND DER SATZ VON PYTHAGORAS

Nun wird gefaltet: Wir falten A auf C' und dann wird B so umgefaltet, dass B’ auf BC" zu
liegen kommt. Die zugehorige Faltlinie ist EF (Bilder 115b - ¢). Als néchstes falten wir D auf
den Schnittpunkt von DC mit EB’. Die zugehorige Faltlinie geht durch E. G ist der Schnittpunkt
dieser Faltlinie mit DC' (Bild 115d). Nun wenden wir die gefaltete Figur und falten die Diagonale
FG in beide Schichten des Rechtecks CFEG.

 wenden™\g

B° B’
C C ..D
F RS
B B A
a b c d e
Bild 115: Faltfolge zum Satz des Pythagoras.
Als néchstes falten wir die Figur wieder zum
Quadrat auseinander (Bild 116a). Wir zer- D- — C
schneiden das Faltpapier entlang der waage- u "‘\’/ uu m:
. el -5 -
rechten und senkrechten Faltlinien durch F ” E u P - TR
und die beiden Rechtecke entlang der gefalte- \in AN\ v
ten Diagonalen. Das Ergebnis zeigt Bild 116b. Ry ' o
Es entstehen zwei Quadrate mit den Seiten- A B 4
a b

langen u und v sowie vier zueinander kongru-
ente rechtwinklige Dreiecke mit den Katheten- Bild 116

lingen v und v und der Hypotenusenlinge w.

D cC D C D C

Bild 117: Der Satz des Pythagoras.
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Jetzt werden die Teilstiicke in unsere beiden leeren Quadrate (Bild 117a), die wir in unserem Heft

vorbereitet haben, geklebt.

In das linke Quadrat kommen die beiden kleinen Quadrate so, wie sie urspriinglich in unserem
Faltpapier angeordnet waren und wie es im Bild 117b (links) zu sehen ist. Die vier kongruenten
rechtwinkligen Dreiecke werden in das rechte, noch leere Quadrat eingeklebt, wie es im Bild 117b

(rechts) zu sehen ist.

Nun sind wir schon fertig. Wir betrachten die beiden gleichgrofen, teilweise beklebten Quadrate
(Bild 117b). Im linken Quadrat sind vier zueinander kongruente rechtwinklige Dreiecke weggenom-
men und in das rechte Quadrat eingeklebt worden. Nun bleiben im linken Quadrat zwei Quadrate
mit den Seitenldngen v und v iibrig. Im rechten Quadrat wird von den vier eingeklebten Dreiecken
ein Quadrat mit der Seitenlinge w gebildet. Nehmen wir diese vier Dreiecke auch weg, so bleibt
nur das Quadrat mit der Seitenlinge w iibrig. Da die beiden Ausgangsquadrate aber flichengleich

sind, muss u? + v? = w? gelten.

Da u, v und w die Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks sind, haben wir auch hier den Satz

des Pythagoras gefunden und gleichzeitig auch bewiesen.

Will man diese Faltung zum Satz des Pythagoras praktisch durchfiihren, so sollte man einfarbiges
Faltpapier benutzen. Dann gibt es ndmlich keinen Farbunterschied zwischen Vorder- und Riickseite
der Dreiecke wie im Bild 117b (rechts) zu sehen.

Abschliefend sei noch erwihnt, dass die Faltlinie EF (Bil-
der 115b und c) immer so gewéhlt werden kann, dass das
rechtwinklige Dreieck FF'G dhnlich zu einem vorgegebe-

nen rechtwinkligen Dreieck ist. Ist ndmlich XY Z ein be-

z liebig vorgegebenes rechtwinkliges Dreieck mit den Kathe-
y s tenlingen y und z (Bild 118a), so miissen wir die Kathe-
: tenldngen v und v von EFG (Bild 118b) so bestimmen,
X dass £ = % ist. Bedenken wir aber, dass u = a—wv ist, muss
@ Y ==t — 2_1 gelten. Daraus ergibt sich ¢ = 441 = ¥£=

Bild 118 bzw. v — < q.

Weil 0 < yjz < 1ist, ist 0 < v < a. Folglich kénnen wir die Faltlinie £F immer so bestimmen,

dass EFG ~ XY Z ist. Mit dieser Uberlegung wird unser Faltbeweis allgemeingiiltig.
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9 DER SATZ VON HAGA

9 Der Satz von Haga

Wir falten ein quadratisches Blatt Papier ABC'D (Bild 119a) so, dass die Ecke B auf dem Mittel-
punkt B’ von C'D zu liegen kommt (Bild 119b).

Betrachten wir nun die drei entstandenen rechtwinkligen Dreiecke, die im Bild 119c schraffiert sind,
so konnen wir feststellen, dass diese drei Dreiecke dhnlich zueinander sind und sich die Seiten in

jedem Dreieck wie 3 : 4 : 5 verhalten.

Diese Tatsache wird in der Literatur als Satz von Haga bezeichnet und geht auf HAGA KAzuo,

einen japanischen Biologen zuriick, der auch als Vater des mathematischen Papierfaltens gilt.

In [13] wird auf diesen Satz ebenfalls hingewiesen,
D B’ C D , B , C  der Beweis wird jedoch dem Leser iiberlassen. Wir

wollen hier einen Beweis des Satzes angeben und da-

bei die Beziehungen zur Ahnlichkeitslehre und zum

Satz des Pythagoras verdeutlichen. Zusatzlich wird

sich iiber einen weiteren Gedankengang eine Ergén-

""""""""""""""""""""" zung (siehe Kapitel 12) zum Satz von Haga ergeben.

Zuerst zeigen wir jedoch, dass die drei Dreiecke zu-
B’ C  einander dhnlich sind. Dazu bezeichnen wir die Falt-

linie, die beim Falten von B zum Mittelpunkt B’
F von CD entsteht mit EF und den Schnittpunkt von
A’B" mit AD mit G.

Esist AEG ~ DGB’, weil beide Dreiecke rechtwink-
lig sind und |<A'GE| = |<B'GD| (Scheitelwinkel)
d gilt.

Bild 119 Es ist DGB" ~ CB'F, weil beide Dreiecke recht-

winklig sind und |<FB'C| = |<B'GD| ist. Die letzte

Winkelbeziehung ergibt sich daraus, dass aufgrund

der durchgefiihrten Faltung |[<GB'F| = 90° ist. Damit ist aber |<F'B'C|+ |<DB'G| = 90°. Da wei-
terhin im rechtwinkligen Dreieck DG B’ auch |<DGB’| + |[<DB'G| = 90° ist, folgt die behauptete

Winkelbeziehung. Damit sind aber die drei betrachteten Dreiecke dhnlich zueinander.

Nun zeigen wir, dass sich die Seiten in den Dreiecken wie 3 : 4 : 5 verhalten. Dazu nehmen wir
an, dass das Ausgangsquadrat die Seitenlinge 1 hat und berechnen diesbeziiglich die Lingen der

Dreiecksseiten, woraus sich dann die Behauptung ergibt.

Im Bild 119d ist das aufgefaltete Quadrat zu sehen, in dem die betrachteten Dreiecke und die
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9 DER SATZ VON HAGA

Faltlinie EFF' eingezeichnet sind. Zur Berechnung der Seitenlingen der Dreiecke bezeichnen wir
diese entsprechend dem Bild 120. Weil B" Mitte von DC ist, ist u = s = 1.
Im Dreieck CB'F gilt mit dem Satz des Pythagoras t> = s? + r? also
= (3?2 +r%

Wegen der Faltung ist ¢ = |[BF| = 1 —r, womit (1 —r)? = 1 + r?, also
r= g folgt.

27 2 2
l Damit wird aber t? = <l> + <§> = i—i—ﬁ% = 25 womit t = g folgt. Damit

e 2 8 6L
E %’(G’ B ergibt sich aber sofort die Behauptung:
64714> r:s:t:%:%:gzg:g:g:3:4:5fﬁrDreieckCB’F.Wegender
Bild 120 Ahnlichkeit zu den anderen beiden Dreiecken gilt dieses Seitenverhiltnis

auch fiir diese, und der Satz von Haga ist bewiesen.

Zur Vervollstandigung berechnen wir noch die Seitenléingen der anderen beiden Dreiecke.

1
ImDreieckDGB’istu:%undmitu:v:w:3:4:5folgtiiber%z%,alsovz%-%z%und
3 _3 _5.1_5
%—g,alsow—g‘i—g.

Damit ist u = %,U: % und w = %.

Zur Berechnung der Seitenléngen im Dreieck AG'E bedenken wir, dass wegen der Faltung |G'B| =

|GB'| = w = 2 ist. Folglich ist y =1 — 2 = ;.

1

Weil £ = 2 gilt, ergibt sich z = 2.2 = 2 und da é = 3 gilt, ergibt sich # = ¢ - 2 = £ also finden
: 1 1 5

wirz =g, y=gund z = 7.

Aus den bisherigen Betrachtungen ergibt sich mit v = 2, dass |AG| = 3

feststellen, dass der Mittelpunkt von DG und G (Bild 120) die Quadratseite AD dritteln.

ist. Damit konnen wir

Die Faltung beim Satz von Haga ermdoglicht es uns also sehr leicht, eine Seite des Ausgangsquadrates

zu dritteln.
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10 Drittelung eines DIN-A4 Blattes

Will man ein DIN-A4 Blatt in einen ldnglichen Briefumschlag stecken, ist es notwendig, dass wir
das Blatt in Langsrichtung dritteln. Briefbogen haben dazu oft eine Markierung am linken Rand.
Fehlt diese Markierung, so konnen wir die Lange des Blattes messen, diese Lange durch drei teilen
und anschliefend entsprechend das Blatt falten. Oder wir bestimmen den Drittelungspunkt am
Blattrand direkt durch Abmessen am Briefumschlag. Wir wollen das Dritteln aber mathematisch

erledigen und iiberlegen uns mehrere Varianten.

Variante 1: Im Kapitel 9 haben wir den Satz von Haga kennengelernt. Speziell konnten wir damit
die Seite eines Quadrates dritteln. Dies konnen wir auf das Dritteln der kurzen Rechteckseite

iibertragen. In den Bildern 121a - g wird das Vorgehen gezeigt.

D A C by D NA D D A

b c d
entfalten >
B B A B A
04=D

= Ty} | — e I e — o

= e
C D
f g h
Bild 121

Zuerst wird ein Quadrat mit der Seite AD gefaltet. A’ und D’ sind die neuen Ecken. Dann wird
BC an A’'D’ nach hinten gefaltet (Bild 121a). Anschliefiend halbieren wir DA’ durch Falten, wobei
der Mittelpunkt D* entsteht. Dann wird Ecke D’ auf D* gefaltet. Die umgefaltete Kante AD’
schneidet die Quadratseite AD in Oy (Bild 121d). Nach dem Satz von Haga ist |DO,| = 2|AD]).
Zur praktischen Ausfiihrung der Drittelung der Seite AD wenden wir das Blatt und falten D auf O,
(Bild 121e). Die entstehende Faltlinie schneidet AD in Os. Nun wird das gesamte Rechteck wieder
entfaltet und die Faltung D auf O; erneuert. Nach nochmaligem Wenden, wird die obere Kante auf
die untere gefaltet und das DIN-A4 Blatt ist quer gedrittelt (Bild 121h).

Als Néchstes lasst sich die Dreiteilung der Strecke AD mit Hilfe des Strahlensatzes auf die lange
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Rechteckseite AB iibertragen (Bild 122a - e).

Dazu legen wir das Blatt im Hochformat vor uns und falten die Faltlinie durch B und D (Bild 122a).
Anschliefend falten wir D so auf die Faltlinie BD, dass die neue Faltlinie durch A geht. Diese
Faltlinie schneidet BD in W, und in W entsteht ein rechter Winkel. Nun wird A auf AW so
gefaltet, dass die Faltlinie durch O, geht. Diese Faltlinie ist zu BD parallel und schneidet BA in
L, (Bild 122¢). Jetzt wird noch A so auf AW gefaltet, dass die Faltlinie durch O; geht. Auch diese
Faltlinie ist parallel zu BD, schneidet aber BA in L; (Bild 122d). Aufgrund des Strahlensatzes
(mit dem Zentrum A) dritteln die Punkte L; und Lo die Seite BA des gegebenen DIN-A4 Blattes.
Es miissen nur noch die beiden Drittelungslinien durch diese beiden Punkte parallel zu BC gefaltet
werden (Bild 122e). Und schon kann das DIN-A4 Blatt in einen langen Briefumschlag gesteckt

werden.

A_O O pA_O % D A_O D A_C1 2 D
/;;/ L2 /// //// /// //,/ _____ /_//_/ _________
3 F Lo Lo
C B C B C B C
b c d e

Bild 122

Diese Faltkonstruktion konnen wir iibrigens fiir beliebiges rechteckiges Papier verwenden, da wir
an keiner Stelle die Eigenschaften eines DIN-A4 Blattes verwendet haben.

Variante 2: Beim Falten des letzten Schrittes (Bild 122e) im DIN-A4

YA Blatt sieht es so aus, als ob durch W zwei Drittelungslinien verlaufen.
ay2 A ,01 ?2 D Wenn dies richtig ist, also nicht nur aufgrund von Faltungenauigkei-
ten so aussieht, konnen wir uns das Dritteln eines DIN-A4 Blattes
L[ S wesentlich vereinfachen. Der Punkt W entsteht ndmlich bereits nach
) der zweiten Faltung.
L2_
Diese Vermutung soll nun untersucht werden.
: C, . L . .

OFB a  x Dazu legen wir das DIN-A4 Blatt in ein Koordinatensystem, wie es
Bild 123 im Bild 123 gezeigt ist. Wir setzen voraus, dass die kurze Seite des

DIN-A4 Blattes die Lénge a hat, dann hat die lange Seite die Lange

a- 2.

Nun berechnen wir die Koordinaten von W, indem wir die W erzeugenden Geraden als Graphen
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von linearen Funktionen auffassen.
Die Gerade durch O und W hat die Gleichung y = %x = /2z.
Die dazu senkrechte Gerade durch W hat die Gleichung y = —%x +av2 =—-1V22 + aVv2.

Durch Gleichsetzen folgt v2zy = —%\/ixw + av/2, woraus sich zy = %a ergibt. Damit folgt aber
Yw = g\/ﬁa und insgesamt W(%a; g\/ﬁa). Folglich geht die Parallele zur y-Achse durch O, und die
Parallele zur x-Achse durch L; durch den Punkt W.

Damit kénnen wir nun eine verkiirzte Faltanleitung zum Dritteln der langen Seite eines DIN-A4

Blattes angeben. Sie ist in den Bildern 124a - e dargestellt.

< 7] < 7
~ ’ Ng ’
g ’ N ’
N / /
% ’ SN /
~ / ~ 7
R ) 2
~
W -~
Vit ’
’ xg 4
/ N /
’ ~ 7
’ % 7
7 %
’ ’
/
i s
’
%) ’
V3

D A D

S A
&
N /
L Vs
B wie” ||C B’ w C
\ \
\ \

A b A

J //I 3 // A\
«— s L, V=A V=D’
B C B C B
a b d e
Wir falten zuerst die Diagonale BD
(Bild 124a) und dann die Senk- A D A O D O A D O=D A
rechte von A auf diese Diagona- K i \ / / \
le (Bild 124b). W ist der Schnitt- L4 , ~W "\/W/ =W
punkt dieser beiden Faltlinien. Nun
miissen wir nur noch BC so um- |—2'"'/}’/' """""" N
falten, dass die umgefaltete Kante
B'C’ durch W geht und B’ bzw. ¢’ B C B ‘oab C O B C o1'=cd' B’
a G

auf BA bzw. CD liegen. LyL) ist
die zugehorige Faltlinie (Bild 124c).
Dann falten wir nur noch AD an B'C’ um (Bild 124d) und erhalten das gedrittelte DIN-A4 Blatt
(Bild 124e).

Bild 125

Natiirlich konnen wir das DIN-A4 Blatt mit der Hilfe von W auch beziiglich der kurzen Kante
dritteln, wie wir den Bildern 125a - d entnehmen. Dabei stellt Bild 125a das entfaltete und beziiglich
der Langskante gedrittelte DIN-A4 Blatt aus Bild 124e dar.

Funktioniert diese Falttechnik nur fiir Ostwaldsche (also DIN-A) Rechtecke?
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YA Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir ein Rechteck mit den Seiten-
b A D langen a und b (@ < b) und legen es in ein Koordinatensystem, wie es im
f Bild 126 zu sehen ist.
WIP\

\ Dann hat die Gerade durch O und D hat die Gleichung y = gx
Die Senkrechte dazu durch A hat die Gleichung y = —$x +b.

c Da W (zw;yw) auf beiden Geraden liegt, muss gxw = —fTw + b gelten.
OFB a °x Daraus ergibt sich zy = (ﬁ“—_’fw und yy = % Damit ist klar, dass W nicht
Bild 126 immer eine Dreiteilung des Rechtecks liefert.

Wir fragen nun nach dem Verhiltnis von b und a, sodass W eine Dreiteilung
des Rechtecks erlaubt. Dazu setzen wir xzy = %a, also % = %a. Daraus ergibt sich agb—jbg = %
bzw. C4 = 3 und daraus (2)? = 1 bzw. (2)? = 2. Dies ergibt schlieflich & = /2. D.h., dass die
hier verwendete Falttechnik tatsidchlich nur fiir Ostwaldsche Rechtecke verwendet werden kann, um

ein solches Rechteck in beide Richtungen zu dritteln.

Variante 3: Experimentieren wir mit der Drittelung
des DIN-A4 Blattes nach Variante 1 und versuchen

noch weitere interessante Linien zu finden, die durch

YA

A O1M02 D b A M D
S T 7

\ W im Bild 122e gehen, so konnen wir vermuten, dass
Wi die Verbindung von C' mit dem Mittelpunkt M von DA
\ durch W geht, wie es im Bild 127a zu sehen ist. Diese

\ Vermutung muss natiirlich iiberpriift werden.

Wir legen dazu ein Rechteck mit den Seitenldngen a

c OB a ’x o . .
b und b (a < b) so in ein Koordinatensystem, wie es

Bild 127 Bild 127 zeigt.

Die Gleichung der Geraden durch B und D lautet y = 21’
Die Gleichung der Geraden durch C' und M lautet y = — 22 +2b = —229& + 2b.
2

Weil W (zw;yw) auf beiden Geraden liegt, muss gmw — —QSIW + 2b gelten. Daraus ergibt sich
Tw = %a und yy = %b. Damit hat sich unsere Vermutung aus Bild 127a bestétigt und W als
Schnittpunkt von BD mit C'M eignet sich als Drittelungspunkt fiir beliebige Rechtecke und nicht
nur fiir Ostwaldsche Rechtecke.

Variante 4: Jetzt nutzen wir die Tatsache, dass sich die Seitenhalbierenden in einem Dreieck im
Verhéltnis 1 : 2 teilen, d.h., der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ist ein Drittelungspunkt der
Seitenhalbierenden. Wenn es sich bei dem Dreieck um ein gleichseitiges Dreieck handelt, dann fallen
Seitenhalbierende, Winkelhalbierende, Hohen und Mittelsenkrechte dieses Dreiecks zusammen.
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Wie wir in einem rechteckigen Faltpapier ein gleichseitiges Dreieck bestimmen, wissen wir bereits
(vgl. XXX). Entsprechend der Bilder 128a - e bestimmen wir das gleichseitige Dreieck BC'C’, in
dem S der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden ist. S ist damit ein Drittelungspunkt von NC’. Mit
E bezeichnen wir den Schnittpunkt der Faltlinie BC’ mit AD. F ist der zugehorige Lotfuipunkt
auf BC'. Weiterhin ist S* der Schnittpunkt von E'F mit BB*.

__wenden _entfalten
’/\ und wenden

A ! D A ‘ D D D \E _ A A ___ED
| .y //’ o
§ i P B* EB-k B*. E \\\\ /// i i/ B*
; | n - Eat
i ? § q | y /’r ,:

) 1 . G " c I . . B
a b c d e

Bild 128

Dann geht das Dreieck BFE aus dem Dreieck BNC’ durch eine Streckung mit dem Zentrum B
hervor. Folglich ist S* ein Drittelungspunkt von E'F.

Wir miissen nun nur noch £ auf S* falten und erhalten die
Faltlinie L; L] und dann C auf L, wobei die Faltlinie Ly L}
entsteht (Bild 129a). Diese beiden Faltlinien dritteln das

Rechteck beziiglich der langen Seite. Einerseits setzt un-

-
O

S il
+
i
|
1
I
'
|
I
-

\‘\«Q/

sere Faltkonstruktion kein Ostwaldsches Rechteck voraus,

P
\

_ AL B*
1 1 1 1 ¢ A7 7 % i QX -
aber andererseits funktioniert sie nur, wenn der Punkt £ I By /LS

auf D A existiert. Daher ist das Rechteckformat nicht ganz

beliebig. Fiir die Bestimmung der Grenzen fiir die Seiten- _F> C
langen a und b des Rechtecks (Bild 129b) bedenken wir, a

dass NC' = %\/ga, als Hohe im gleichseitigen Dreieck mit Bild 129
der Seitenlinge a, ist. Wegen der Ahnlichkeit der beiden

Dreiecke BNC' und BFE folgt E/? = Ilg—ﬁ’ll bzw. 5 b3 — IBY Daraus ergibt sich |[BF| = 1V/3b.
3 a 3 a 2

Damit muss also neben a < b auch %\/gb < a gelten, damit die Faltkonstruktion nach Variante 4
ausfiithrbar ist. Fiir das Verhéltnis von a und b muss also insgesamt %\/5 <3 <1 bzw. V3> g >1
gelten.

Um das Rechteck auch beziiglich der kurzen Kante zu dritteln, miissen mir nur die Diagonale AC
falten, die Ly L) in P; und Ly L), in P, schneidet. Diese beiden Schnittpunkte geben die Drittelungs-
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punkte beziiglich der kurzen Rechteckseite an. Die Begriindung dafiir liefert der Strahlensatz mit

dem Zentrum A.
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11 Kreise dritteln

Soll in einen gegebenen Kreis ein regelméfkiges Sechseck mit Hilfe von
Zirkel und Lineal einbeschrieben werden, muss man den Radius des
Kreises mit dem Zirkel sechsmal auf dem Rand des Kreises abtragen
(Bild 130). Die Begriindung fiir die Richtigkeit dieser Konstruktion folgt
daraus, dass sich im Kreismittelpunkt M die Ecken von sechs regelméfi-
gen Dreiecken treffen. Da jeder Innenwinkel eines regelméfigen Dreiecks
die Grofe 60° hat, wird der Vollwinkel um M durch diese sechs Dreiecke
vollstéindig und ohne Uberlappungen bedeckt.

Nimmt man von diesen sechs Punkten auf dem Kreisrand jeden zweiten
Punkt, so erhédlt man ein regelmifiges Dreieck (Bild 131) welches dem
Kreis einbeschrieben ist. Damit hat man auch eine Einteilung des Kreises

in drei gleichgrofke Sektoren erzeugt.

Nun nehmen wir kreisformiges Faltpapier, das man sich z.B. aus einem

anderen Faltpapier ausschneiden kann.

Zur Einteilung dieses kreisformigen Blattes in drei bzw. sechs gleich-
grofse Sektoren, konnen wir auf die oben genannte Idee zuriickgreifen.
Die Bilder 132a - d zeigt das Vorgehen.

Bild 130

Bild 131

Ci C
_ E
: ‘ A A
a b o] d

Bild 132: Der Faltprozess

Zuerst miissen wir den Mittelpunkt des Kreises bestimmen. Dazu wird der Kreis durch Falten hal-
biert. Der dadurch entstandene Kreisdurchmesser hat die Endpunkte B und E (Bild 132a). Nun
falten wir B auf F und markieren nur die Faltung in einer kleinen Umgebung von BE (Bild 132b).
Dadurch haben wir den Mittelpunkt M des Kreises gefunden. Falten wir jetzt B auf M (Bild 132c),
so entsteht die Mittelsenkrechte von BM, die den Kreisrand in A und C' trifft. Damit gilt aber
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|BC| = |MC| = r und |BA| = |[MA| = r (Bild 132d). Folglich entspricht das Falten der Mittel-
senkrechten zu BM dem Abtragen des Kreisradiuses auf dem Kreisrand von B aus. Damit sind A,

C und FE drei Punkte, die den Kreisrand in drei gleichgrofe Stiicke zerlegen.

Falten wir nun noch die Faltlinien von M zu A und zu C, so sind mit der Faltlinie von M zu E

drei gleichgrofe Kreissektoren entstanden (Bild 133a).

Bild 133

Falten wir nun die so vorbereitete Kreisscheibe entlang BFE zusammen, wobei vorher die bisherige
Talfalte M B zu einer Bergfalte umgewandelt wird, so verschwindet M B im Inneren und so entsteht
ein Kreissektor, der genau einem Drittel des Ausgangskreises entspricht (Bild 133b). Drei solche

Sektoren lassen sich auch wieder zu einem ganzen Kreis zusammenlegen (Bild 133c).

Falten wir im kreisformigen Papier (Bild 133a) die Linien M A und MC ganz durch den Kreis, so
entsteht natiirlich eine Einteilung des Kreises in sechs gleichgrofie Sektoren. (Bild 133d).

82



12 ERGANZUNGEN ZUM SATZ VON HAGA

12 Erginzungen zum Satz von Haga

Hier greifen wir die Uberlegungen zum Satz von Haga aus dem Kapitel 9 wieder auf, ergéinzen ihn
durch weitere Dreiecke, die dazu passen und verallgemeinern ihn in Bezug auf die Lage von B’ auf
CD.

12.1 Ein fehlendes Dreieck

Beim Satz von Haga (vgl. Kapitel 9) wurde von einem quadratischen Faltpapier ABC'D die Ecke
B auf den Mittelpunkt von C'D gefaltet. Dabei entstanden drei zueinander dhnliche rechtwinklige
Dreiecke (siehe Bild 119), die sogar das Seitenverhéltnis 3 : 4 : 5 erfiillen. Diese Situation ist
im Bild 134a noch einmal dargestellt. Wir hatten auch bereits die Langen der Seiten dieser drei

Dreiecke berechnet und erhielten:

—3 -1 4_5 -1 45=2 — 5 : 1,1 _,_ 35
r=gs=gt=zundu=gv=3w=;sowier=gy=7¢2=5.

G D Bg—2%-%C

o 7 )
)
A

Y@ H° B
«—1—>>
b

Bild 134

Nun berechnen wir die Ahnlichkeitsfaktoren Aac und Aap vom kleinen Dreieck G'EA beziiglich
B'FC und beziiglich GB'D.

Esgﬂt)\Aczﬁzéz%:i’)und)\AD:%:E:%:4.

24 24

Dieses Ergebnis wirft die Frage nach einem vierten Dreieck auf, das beziiglich G’EA den Ahnlich-
keitsfaktor 2 hat, noch dazu, dass in der Ecke B des Ausgangsquadrates noch kein Dreieck liegt. Ein
solches Dreieck ldsst sich jedoch leicht in die Figur (Bild 134b) einzeichnen. Dabei sollte die kurze
Kathete auf AB und die lange auf BC liegen, damit es sich in die Anordnung der drei anderen

Dreiecke einordnet.

Wir wéhlen H auf AB so, dass |[HB| = 0= 2-x =2-1 = 1 und I auf BC' so, dass |BI| =p = 2.y =

2- % = % ist. Dann ist das Dreieck I HB zum Dreieck G'E A #hnlich und der Ahnlichkeitsfaktor Aap
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12 ERGANZUNGEN ZUM SATZ VON HAGA

betréigt 2. Weiterhin ist |[HI| = ¢ =2 -z = 2- 2 = . Die Seitenléingen dieses Dreiecks betragen

damito:i,p:%undq:%.

Die Punkte H und I lassen sich damit leicht bestimmen. Um H zu erhalten, falten wir C' auf B'.
Die entstehende Faltlinie schneidet AB in H. Falten wir A so auf GD, dass die Faltlinie durch G
geht, dann schneidet diese Faltlinie BC'in I. Damit haben wir das fehlende Dreieck schon festgelegt
(Bild 134c).

Nun fragen wir uns, ob es nicht auch moglich
. ..................... 5 TR, lst ITH durch eine Faltung’ analog Zur Vorher_

gehenden Faltung von B auf B’, zu erzeugen.

Wir nehmen zuerst an, dass wir H und I ent-
sprechend der obigen Vorgaben bestimmt ha-
ben. Dann koénnen wir das Quadrat ABCD
so falten, dass die jeweils umgefaltete Kante
durch H und I geht. Diese vier Moglichkeiten
sind in den Bildern 135a - d dargestellt: BC,
CD, DA und AB gehen durch H und I.

In jedem der vier Bilder erkennen wir zuséitz-
lich zum Dreieck THB drei weitere Dreiecke,
die zu [HB &hnlich sind. Dies sehen wir so-
fort {iber die Betrachtung der Innenwinkel in

Analogie zum Satz von Haga. Wir zeigen so-

gar, dass diese Dreiecke untereinander kongru-
Bild 135 ent sind.

Bevor wir mit den einzelnen Faltungen beginnen, markieren wir noch den Mittelpunkt M des

Quadrates ABC'D und setzen voraus, dass die Kantenlédnge dieses Quadrates immer 1 ist.
Wir falten zuerst BC' durch H und I (vgl. Bild 135a).

Dabei geht D nach D” und C' nach C” (Bild 136a). Die Faltlinie geht auf BC' natiirlich durch 1
und bestimmt auf AD den Punkt J. Auferdem bestimmt C” D" auf AD den Punkt U und auf AB
den Punkt V.

Die Dreiecke HVC”, VUA und UJD" sind &hnlich zum Dreieck IHB. Wir zeigen nun die Kon-

gruenz dieser drei Dreiecke zu I HB.

Beginnen wir mit HV C” und berechnen |[HC"|. Es ist |[HC"| =1— |HI| - |BI|=1— 3 — 3 = 1.

Damit ist aber |[HC”| = |HB| und folglich ist HV'C"” = I HB. Damit ist auch |C"V| = |BI| = %
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und [VH| = 3.

Weil [AV]| =1 — [VH| - |HB| =1- & —

2 — 1 =1 ist, ist auch VUA"” = IHB. Folglich ist |AU| = ;
und [VU| = 5.

Nun zeigen wir UJD” = [HB. Es ist [UJ|+|JD| =1—|AU| = 1— } = 2. Andererseits ergibt sich

|JD"]

. 1
wegen der Ahnlichkeit von UJD” zu I HB aus dem Seitenverhéltnis T = E = 2 die Beziehung
12
|JD"| = £|UJ|.
D . B cC_D B B c
\' ) ; T ¥/z\j
s v
Xy AL I
Yol M. _
¥ \\\ I
A G H G H B
CH
a b e d

Bild 136

Wegen der durchgefiihrten Faltung ist [JD"| = |JD|, woraus 2 = |UJ|+ [JD| = |UJ| + |JD"| =

U] + 4|UJ| = 2[UJ| folgt. Also ist [U.J] = 2 und folglich UJD" = [HB.
Zusitzlich erhalten wir [JD| = |JD"| = 1, [UD"| = § und weil |JD| = 5 ist, dritteln die Punkte
G und J die Quadratkante AD.

Damit sind aber die bei der Faltung zusétzlich entstandenen drei Dreiecke kongruent zum Dreieck
IHB und wir machen die Faltung riickgéingig (Bild 136b). Dabei sehen wir, dass die Faltlinie 1./
durch M geht. Dies wollen wir nun auch beweisen. Dazu bezeichnen wir den Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten von C'D mit IJ mit M* und den Schnittpunkt mit GI mit N. Weil |[AG| = 3
und |[JD| = % ist, ist auch |GJ| = 5. AuBerdem ist IJG bei G rechtwinklig, da GI||AB ist. Weil
N der Mittelpunkt von GT ist, ist [NM*| = %. Da 5 + ¢ = 3 ist, ist M* = M und folglich geht I.J
durch M wie behauptet.

Mit diesen Voriiberlegungen kénnen wir in dem Quadrat ABC'D, in dem nur die drei Dreiecke des
Satzes von Haga markiert sind, das gesuchte vierte Dreiecke in der Ecke B bestimmen. Dazu falten
wir zuerst D auf G und bestimmen damit den Mittelpunkt J von DG (Bild 136¢). Dann falten wir
das Quadrat so, dass die Faltlinie durch J und M geht (Bild 136d). Diese Faltlinie schneidet BC' in
I und wir finden H als Schnittpunkt von IC” mit AB. I HB ist dann das gesuchte vierte Dreieck.

Es gibt eine weitere Faltmdglichkeit. Dazu falten wir wieder BC' durch die vorher bestimmten
Punkte H und I und betrachten zusitzlich das Bild B” von B’ bei dieser Faltung (Bild 137a).
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Die zugehorige Faltlinie /.J geht durch dem Mittelpunkt M des Quadrates, wie vorher gezeigt.
Aufserdem dritteln J und G die Quadratkante AD. Weil B” der Bildpunkt von B’ bei der Faltung
an IJ ist, ist B’B” L1.J. Bezeichnen wir noch den Schnittpunkt von B’B” mit IJ mit L und den
Fulipunkt des Lotes von B’ auf IG mit N, dann sind die beiden Dreiecke B’M L und IM N &hnlich
zueinander, da beide Dreiecke rechtwinklig sind und die Innenwinkel bei M Scheitelwinkel sind.
Folglich gilt auch |[ZMB'L| = |£ZNIM|.

B

O

[

€= Pl Pl P
7

Bild 137

Wir zeigen nun, dass [ZGIJ| = |ZNIM| = §|ZBIH]| gilt.

Dazu zeichnen wir im Dreieck I HB die Winkelhalbierende w des Winkels ZBIH ein, die HB in W
schneidet. Weil W die Seite HB im Verhéltnis der anliegenden Seiten teilt, gilt B _ 512 _ &
Da |[HW| =1 — [WB] ist, folgt 210 Pl = 3 woraus [WB| = 1 folgt.

WB| — 1/3 — 4
[WB|

Im Dreieck IW B folgt damit % = % und im Dreieck JGI ergibt sich % = % Da beide Dreiecke
auch (bei B bzw. bei G) rechtwinklig sind, folgt, dass sie dhnlich zueinander sind. Damit ist aber
|£GIJ| = 5|£BIH| und folglich |[ZM B'B"| = 5|ZBIH|. Weil aber auch |ZM B'G| = |ZBIH| gilt,

ist B'B"” die Winkelhalbierende von ZM B'G.
Weil |[ZGB'D| = |£FB'M| ist, geht bei der Faltung an B’B” der Punkt D auf B'F.

Mit diesen Betrachtungen kénnen wir auf eine weitere Art in dem Quadrat ABCD, in dem nur
die drei Dreiecke des Satzes von Haga markiert sind, das gesuchte vierte Dreieck in der Ecke B
bestimmen: Wir falten D so auf B'F, dass die Faltlinie durch B’ geht (Bild 137b). Anschliefend
falten wir B’ so auf die eben gefaltete Linie, dass die neue Faltlinie durch M geht (Bild 137¢). Diese
Faltlinie schneidet BC' in I und AD in J. H finden wir als Schnitt von IC” mit AB. [ HB ist das

gesuchte Dreieck.

Eine weitere Moglichkeit durch Umfalten der Quadratkante BC' das vierte Dreieck in der Ecke B
zu erzeugen, ergibt sich aus Bild 136a. Weil |[HC"| = |HB| = 1
Punkt H und auf BC' den Punkt H* so, dass |[HB| = |CH*| = 1 ist. Dies geht durch zweimaliges
Halbieren der entsprechenden Quadratkanten (Bild 137d). Nun miissen wir nur noch H* auf H

ist, bestimmen wir auf AB den

86



12 ERGANZUNGEN ZUM SATZ VON HAGA

falten. Die Faltlinie schneidet BC' in [ und das gesuchte vierte Dreieck I H B ist bestimmt.

Nun wenden wir uns der Faltung zu, bei der C'D das gesuchte vierte Dreieck /HB
erzeugt (vgl. Bild 135b).

Dazu setzen wir voraus, dass die drei Dreiecke vom Satz von Haga (Faltung von B auf B’) schon
markiert sind und der Mittelpunkt M des Quadrates bestimmt ist.

D B’ &
M
G
=% ’
A G B
a

Bild 138

Wir falten zuerst C' so auf B'G, dass die Faltlinie durch B’ geht (Bild 138a). Diese Faltlinie geht
auch durch B, weil sie die Halbierende des Winkels ZF B'M ist. Dieser Winkel ist kongruent zu
/B'FC. Andererseits ist B'BF ein gleichschenkliges Dreieck, in dem Z/B’'FC' ein Aufsenwinkel ist.
Folglich ist |£F B'B| = |ZB'FC|. Daher muss die Faltlinie mit BB’ iibereinstimmen, sie geht also
durch B.

Nun falten wir B’ so auf B’B, dass die Faltlinie durch M geht (Bild 138b). D"C” bestimmt auf AB
den Punkt H und auf BC' den Punkt I (Bild 138c). Wir zeigen nun, dass |[HB| = § und |BI| = 3
ist. Dazu bezeichnen wir den Schnittpunkt der Faltlinie mit AD mit U und den mit BC mit V.
Weiterhin schneidet D”U die Quadratkante AB in J.

Den Nachweis, dass |[HB| = + und |BI| = 3 ist, filhren wir analytisch

mit Hilfe linearer Funktionen.Dazu legen wir die Figur in ein Koordina-

tensystem, wie es im Bild 139 zu sehen ist. D B’ C

y = —2x + 2 ist die Gleichung der Geraden durch B und B’. Weil N LY

B"(zpr;ypr) auf B'B” durch Falten an UV durch M entsteht, ist

|MB'| = |MB"|. Damit kénnen wir die Koordinaten von B” bestim- G 5

men. Weil [MB'| = § ist, ist auch [MB'| = § baw. [MB'[ = 1. Mie %[ 7 gk
@)

2 . i
. . : (3]
Hilfe des Satzes des Pythagoras erhalten wir (3 —ypr)*+ (zpr—3)? = 1 T H %1

B

>
4 X

Weil B auf B'B" hegt, gllt Ypr = —21’3// + 2.

Damit ergibt sich [§ — (—2zp/+2)]*+ (zp» — 3)* = ] und nach Ausmul-

tiplizieren und Zusammenfassen erhalten wir 2%, — Lzp, 4+ 5 = 0. Fiir

Bild 139
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xpn ergeben sich daraus die beiden Losungen zpy = % und gy = % Von diesen beiden Losungen

interessiert uns nur die erste, also xgr = %, da die zweite Losung den Punkt B’ beschreibt. Es
ergibt sich B”(35: 1)

Weil bei der Faltung von B’ nach B” die Strecke M B’ auf M B" geht und M B’'1CD ist, muss
HI1 MB" sein. Die Gerade durch M und B” hat den Anstieg my;pr = —91/120__11//52 = —%. Folglich
hat die Gerade durch H und I den Anstieg mg; = %. Da diese Gerade durch B” geht, muss
Yygr = %1’3// + nyy gelten. Mit xgr = 1% folgt nyy = —1. Damit ist y = %c — 1 die Gleichung
der Geraden durch H und I. Diese Gerade schneidet die x-Axchse an der Stelle zg = % und BC

bei yo = 3. Folglich ist [HB| = 1 und |BI| = 1. Damit ist das Dreieck JHB das gesuchte vierte

Dreieck.

Auch hier entstehen bei der Faltung von B’ nach B” neben dem Dreieck I H B drei weitere Dreiecke
IC"V, UAJ und JD"H (Bild 138c). Diese drei Dreiecke sind nicht nur dhnlich zu I H B, sie sind
sogar kongruent zu diesem. Die Ahnlichkeit folgt wie beim Satz von Haga, die Kongruenz zeigen
wir jetzt. Dazu bestimmen wir die Gleichung der Faltlinie UV, die senkrecht zu B’ B” ist und durch
M geht. Damit ergibt sich y = {2 + 1 als Gleichung fiir diese Faltlinie. Wir erhalten damit sofort
U(0;2) und V(1;2). Also ist |AU| = 1, und wegen der Ahnlichkeit von JUA zu IHB ergibt sich
Py

Ebenso ist |[VC”| = |VC| = ;, woraus |[IC"| = % folgt.

Dann ist noch |[JH| =1—|AJ| — |[HB| =1— 1% — 1 = 2 Wegen der Ahnlichkeit von HJD" zu
THB folgt |JD"| =  und |D"H| = . Damit sind aber die drei Dreiecke kongruent zum Dreieck

IHB.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich eine weitere Faltung fiir das gesuchte Dreieck.

Bild 140 Bild 141

Weil |D"H| = |HB| = { ist, bestimmen wir auf C'D einen Punkt H* mit [H*D| = 1 und auf AB

einen Punkt H mit |[HB| = 7 (jeweils durch zweimaliges Halbieren). Nun falten wir H* auf Hund

1
4
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erhalten in der Ecke B das gesuchte vierte Dreieck (Bild 140).

Jetzt wenden wir uns den beiden Faltungen zu, bei denen AD bzw. AB durch H und I gefaltet

werden. Wir geben nur die Faltungen an, da die Nachweise dhnlich wie oben verlaufen.

Nun soll das Dreieck /HB durch Umfalten von AD bestimmt werden (vgl. Bild 135c).

Dazu falten wir zuerst C' so auf B'F, dass die Faltlinie durch B’ geht. Dann falten wir B’ so auf
diese Faltlinie, dass die neue Faltlinie durch M geht. A” D" bestimmt auf AB und BC' die gesuchten

Punkte H und I (Bild 141a).

Zum selben Ergebnis kommen wir, wenn wir auf AD einen Punkt H* und auf AB einen Punkt

H so festlegen, dass |[AH*| = |[HB| = ; ist. Dann miissen wir nur noch H* auf H falten, um das

gesuchte Dreieck zu erhalten (Bild 141b).

Zum Schluss soll das Dreieck /HB durch das Umfalten von AB erzeugt werden (vgl.

Bild 135d).

Dazu falten wir D auf B'C, sodass die Faltlinie
durch B’ geht. Dann falten wir B’ so auf diese

Faltlinie, dass die dabei entstehende Faltlinie
durch M geht (Bild 142a). A”D"” bestimmen
auf AB und auf BC die gesuchten Punkte H
und I.

Auch hier gelangen wir zum selben Ergebnis,
wenn wir auf AD einen Punkt H* und auf BC
einen Punkt H** so festlegen, dass |[AH*| =
|H**C| = 1 ist (Bild 142b). AnschlieRend fal-
ten wir H* auf H*".

Bild 142

Damit haben wir mehrere Moglichkeiten angegeben, das vierte Dreieck, das den Satz von Haga

erginzt, durch Falten zu erzeugen.

Es gibt zwei weitere Dreiecke, die fiir den Satz von Haga in-

teressant sind.

In der Faltfigur zum Satz von Haga erkennen wir ein weiteres Dreieck,
nadmlich GF B’ (Bild 143). Dieses Dreieck ist bei B’ rechtwinklig und aus
Berechnungen vom Anfang dieses Beitrages wissen wir |B'F| = 2 und
|B'G| = 2. Da das Verhiltnis dieser beiden Seiten gleich gi/g = § ist, ist
dieses Dreieck zum Dreieck G'EA dhnlich und der Ahnlichkeitsfaktor

vom kleinen zum grofsen Dreieck betrigt \ap = 5.

Bild 143
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Und wir finden sogar noch ein weiteres Dreieck, das #hnlich zu G’ E A ist und den Ahnlichkeitsfaktor

6 beziiglich dieses kleinen Dreiecks hat. Dazu verlingern wir B’G {iber G und EG’ iiber E und

G’ hinaus (Bild 144a). Den Schnittpunkt der Geraden durch B’, G mit der Geraden durch E, G’

bezeichnen wir mit A’. A’ ist auch das Bild von A bei der Faltung an EFF' (B nach B’). Weiterhin

schneidet die Senkrechte auf C'D durch B’ die Gerade EG' in B*. B* B’ A’ ist das gesuchte Dreieck.

Dieses Dreieck ist bei A’ rechtwinklig. Weil |GA'| = & ist, ergibt sich [A'B'| = 1. Weil |A'E| = g
|A’B'| 1

und |G'B*| = 3 ist, ergibt sich |[A'B*| = 2. Und nun ist das Seitenverhltnis B = 33 = 3

woraus sich die Ahnlichkeit des Dreiecks B*B’A’ zu G’ EA und der Streckfaktor Ay4 = 6 ergibt.

Zu erwihnen ist noch ein weiteres Dreieck, das

D B C D B’ C betrachtet werden kann. Dazu bezeichnen wir

den Schnittpunkt der Geraden durch B’ und

IF M Fmit der durch H und I mit A* (Bild 144b).

G / | G / IA* Auferdem schneidet die Gerade durch H und

AL .- INQ I die durch B’ und B* in B**. B* und B**
ERNG’ / ENG H/

A \ H B A \ B fallen nicht zusammen. Dennoch ist das Drei-
B* BV eck B'B**A* dhnlich zu G'EA. Weil |B'B*| =

a b 1+ 1 = 1 ist, ist der zugehdrige Ahnlichkeits-
Bild 144 faktor Aya = T2 = 22 = 32 nicht ganz-

zahlig und ist damit fiir die hier vorgestellte

Erginzung zum Satz von Haga ohne Bedeutung.

Zusammenfassend konnen wir feststellen, dass wir zu den drei Ausgangsdreiecken, die sich beim

Satz von Haga ergeben, noch drei weitere gefunden haben, die diesen Satz sinnvoll ergénzen.

12.2 B’ ist nicht mehr Mitte von CD

Beim Satz von Haga (vgl. 9) gingen wir von einem Quadrat ABC' D aus,
bei dem wir die Ecke B auf den Mittelpunkt von CD gefaltet haben

(vgl. Bild 119). Dies wollen wir jetzt dahingehend verallgemeinern, dass

wir die Ecke B auf einen beliebigen Punkt von C'D falten, wie es im
Bild 145 zu sehen ist.

Auch hier entstehen drei Dreiecke, die in diesem Bild schraffiert sind.

A B Mit den selben Uberlegungen wie beim Satz von Haga erkennen wir,

Bild 145 dass diese drei Dreiecke untereinander dhnlich sind.

Um die Ahnlichkeitsfaktoren der drei Dreiecke untereinander zu bestimmen, berechnen wir wieder

die Lédngen der Dreiecksseiten unter der Voraussetzung, dass ABCD ein Quadrat mit der Seiten-
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lange 1 ist. Mit den Bezeichnungen aus Bild 146 ist |[CB’| = s mit 0 < s < 1.
Im Dreieck FCB’ gilt der Satz des Pythagoras: t? = r? + s2.
Aufgrund der Faltung ist aber |F'B’| = |F B|, woraus sich mit |F'B| =

1 —rnun (1 —7r)? = r? + 5% ergibt und r = # folgt. Setzen wir

2
dieses Ergebnis in ¢ = r? + s? ein, so erhalten wir > = (1_2—52> + 82 =

1+2‘f+s4 = (125 ) und schlieflich ¢ = 122, Damit haben wir die Liingen

der Seiten des Dreiecks F'C'B’ (in Abhang1gke1t von s) berechnet:

_g2 2
s=s,r=1"und t = ===,

2 2
AYG ‘
Wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke erhalten wir fiir das Dreieck B'DG 1
jetzt % =L woraus mit u =1 — s nun v = —(1;‘9)'8 = _(1;2-3 = 1+s folgt. Bild 146
=

2s )2 _ (14s?)?

Mit Hilfe des Satzes des Pythagoras erhalten wir weiter w? = u? +v* = (1 —s)? + (£ Ry

woraus w = 1+5 folgt.

Damit sind auch die Seitenldngen des Dreiecks B’DG (in Abhéngigkeit von s) berechnet:

1—i-s2
1+ 14s °

u=1—sv=-2

Im Dreieck EAG' folgt mit |BG'| = |B'G| sofort y = 1 —w = 1 — 22 = 0295 Wegen der

1+s 1+s
Uooe 1o ga-s?) (- 5)2
Ahnlichkeit der Dreiecke gilt o = 5 woraus x = o= 2 = sty = folgt.
Ebenso gilt 2 = £, womit z = £t = % sich ergibt.

Damit haben die Seiten im Dreieck FAG’ (in Abhéngigkeit von s) die folgenden Lingen:

= < 28)25 Yy = (1;—_5;8 und z = %
Nun berechnen wir die Seitenverhéltnisse im Dreieck FC'B'. Es gilt:

r:s:t:%:s:#:(1—52):25:(1—1—52).

Dieses Seitenverhiltnis gilt natiirlich aufgrund der Ahnlichkeit auch in den anderen beiden Dreie-

cken.

Nun untersuchen wir einen Spezialfall.

m

Wir nehmen an, dass s rational ist, also ldsst sich s als s = ™, mit m,n € N und 0 <m <n
darstellen. Wir teilen damit die Strecke C'D in n gleiche Teile und legen B’ in den m-ten Teilpunkt
von C aus. Fiir diesen Fall gilt r : s : ¢t = (1—’::—22) 1 2m (1—1—’::—22) = (n*—m?) : 2mn : (n®*+m?). Weil
n? —m?2, 2mn und n? + m? natiirliche Zahlen sind, sind die zugehorigen Dreiecke pythagoreische

Dreiecke.

Ist s nicht rational, ldsst sich also nicht als Bruch 7 darstellen, so ist s irrational. Wir zeigen,

dass die zugehorigen Dreiecke dann nicht pythagore1sch sind. Nehmen wir ndmlich im Gegenteil
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an, dass ein pythagoreisches Dreieck entsteht obwohl s irrational ist. Dann entspricht 7 : s : ¢t einem

. . . . . . / ! & !
Verhaltnis r’ : s’ : ¢ mit natlirlichen Zahlen. Es ist dann £ = 5, also r = %5 - 5, sowie £ = £
s s s ’ t t'?

t= i—’, - 5. Nun ist aber aufgrund der Faltung r» 4+ ¢ = 1, also g—; -5+ i—l, - s = 1, woraus % cs=1

S/

also

folgt. Schlieflich erhalten wir s = Das bedeutet aber, dass s rational ist, im Gegensatz zur

P
Voraussetzung.
Folglich sind alle Dreiecke, die bei der Faltung entstehen und eine nicht
D B C rationale Seitenldnge s haben, keine pythagoreischen Dreiecke. Ist s da-

gegen rational, dann erhalten wir pythagoreische Dreiecke. Und umge-
kehrt ldsst sich durch passende Wahl von B’ auf CD — bis auf Ahn-

lichkeit — jedes pythagoreische Dreieck durch Falten erzeugen. Damit

2

werden auch durch n? — m?2, 2mn und n? + m? alle pythagoreischen

Tripel angegeben. Diese Charakterisierung der pythagoreischen Tripel
war bereits EUKLID (|8], Die Elemente, Buch X, §28a) bekannt. Mit der

Bild 147 hier angegebenen Faltmethode haben wir aber auch einen interessanten

Zugang zu einer alten Erkenntnis gefunden.

Nun wollen wir noch zur Vervollstindigung die beiden Ahnlichkeitsfaktoren A4 und Asp vom
kleinen Dreieck EAG’ beziiglich F'C' B’ und beziiglich B’ DG bestimmen.

Es gilt Ao = 5 = }fj und A\ap =

1—s"

2n
n—m’

n+m

v
Im Spezialfall s = 7 erhalten wir: Ayc = 2= und Ayp =

Als néchstes falten wir, entsprechend Kapitel 12.1, den Punkt B’ so auf die Verbindungslinie von
BB, dass die Faltlinie durch den Mittelpunkt M des Quadrates geht (Bild 147). Auch hier entsteht
in der Ecke B des Quadrates ein viertes Dreieck HBI.

Wir bezeichnen die Faltlinie entsprechend Bild 147 wieder mit K L. Diese Faltlinie ist parallel
zur vorhergehenden Faltlinie E'F', womit wegen AB||C'D auch HI||B'G folgt. Damit ist aber das
Dreieck H BI ahnlich zum Dreieck B’ DG, und dieses Dreieck ordnet sich in die Verallgemeinerung
des Satzes von Haga nach Kapitel 12.1 ein.

Um auch noch den Ahnlichkeitsfaktor Aag = f des Dreiecks FAG' be-
ziiglich des Dreiecks H BI zu bestimmen, berechnen wir die Seitenlénge
p von HBI.

Dazu fillen wir das Lot von M auf BC und erhalten dort den Lot-
fukpunkt P (Bild 148). Dann ist BCB’' ~ MPL weil beide Dreiecke
rechtwinklig sind und in den Winkeln <C BB’ und <tP M L iibereinstim-
men. Weil |[BC| = 1 und |PM| = 3 ist, ist [PL| = . Folglich ist

2
[ 1 1—
|O|_§_%_ 5

Bild 148
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Nun spiegeln wir den Punkt I an KL und erhalten I” auf C'D, wobei LI'||F B’ ist. Daher smd die

beiden Dreiecke LCI' und F'CB’ dhnlich zueinander und es gilt: ||£]§,| l“z—lc/l, also 7 = % oder
t 1—s 1+s
|L[/| =5 = 2& - 21(1+—}s—s)
1
1 1 1 s> -5 s
Weil |LI| = |LI'|ist,ist p=1— |LI| — |LC| =1 — 2};;3) — L= T
Nun kénnen wir Asp berechnen: A\yp = g = 25 = 1;.

1+s

Damit sind die drei Ahnlichkeitsfaktoren Aap = T S, Ac = 1% und Aap = % bestimmt. Auch

S

unter dieser Betrachtungsweise ordnet sich das vierte Dreieck gut ein.

und Aap = 2—”.

—m

n+m

Im Spezialfall s = 7 gilt: Ayp = "~ Aac =

Abschlieffend betrachten wir noch den Punkt G auf AD.
Wir hatten bereits |DG| = v =

wir im Besonderen m = 1, so erd aus s = = nun |DG| =

T ergibt sich |DG| = 2m . Setzen

2
n+l-

Damit erhalten wir eine weitere Verallgemeinerung des Satzes von Haga: Ist B’ der erste Punkt
einer n-Teilung der Quadratseite C'D, dann ist der Mittelpunkt von DG der erste Punkt einer
(n + 1)-Teilung der Quadratseite DA.

Beginnen wir mit der Halbierung von C'D und falten B auf diesen Mittelpunkt (Satz von Haga),
so drittelt der Mittelpunkt von DG die Seite DA. Falten wir nun C' auf diesen Punkt, so entsteht
auf AB eine Viertelung dieser Quadratseite. Nun falten wir D auf den entsprechenden Punkt von
AB, so entsteht auf BC ein Punkt, der diese Quadratseite fiinftelt. Setzen wir dieses Verfahren

sukzessiv fort, so lisst sich eine Quadratseite in n gleiche Teile teilen.
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13 Vom Quadrat zum Wiirfel

Jetzt bewegen wir uns aus der Ebene in den Raum. Es geht um die rdumliche Erfassung des Wiirfels,
wie er aus sechs quadratischen Flichen entsteht.

Zuerst wird ein Wiirfel vorgestellt, dessen Seitenflichen mit Scharnieren zusammengehalten werde.
Dadurch sind auch Experimente mit Wiirfelnetzen sehr gut moglich.

Dann wird ein Wiirfel vorgestellt, der sich aus sechs Modulen zusammenstecken ldsst und sehr

stabil ist. Dieser Wiirfel wir spéter in verschiedene Richtungen verdndert.

13.1 Ein Wirfel mit Scharnieren

Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen sind drei Blatt DIN A4-Papier, die jeweils in zwei Blatt
DIN Ab-Papier geteilt werden, wie es im Bild 149a gezeigt ist. Wir beschreiben hier die weitere

Arbeit mit einem DIN Ab5-Papier, die anderen Bléatter werden anschliefsend analog bearbeitet.

Vom DIN A5-Papier wird ein Quadrat abgetrennt, wie es im Bild 149b gezeigt ist. Auch das iibrig
gebliebene Rechteck wird noch benétigt. Es wird in der Lange halbiert und anschlieffend werden
diese beiden Rechtecke zur Seite gelegt.

Nun wird das Quadrat, wie im Bild 149c gezeigt, parallel zu einer Kante halbiert. Damit sind aus
dem Quadrat zwei Rechtecke entstanden, die beide doppelt so lang wie breit sind. Aus diesen beiden

Rechtecken entsteht nun eine quadratische Seitenfliche fiir den Wiirfel.

Dazu markieren wir in jedem dieser beiden Rechtecke, jeweils auf einer lingeren Rechteckseite,
einen Punkt X, wie es im Bild 150a gezeigt ist. Nun werden die kurzen Rechteckseiten an den
Punkt X herangefaltet (Bild 150b), sodass aus jedem der beiden Rechtecke ein Quadrat entsteht.

DIN A4
DINA5 X
e 3< b —d—C H__ G
AN A¥Y__—B E F
a b c a b
Bild 149: Zuschnitt Bild 150: Ein Modulteil

Dass es sich dabei tatsichlich um Quadrate handelt, ergibt sich aus der Eigenschaft der Ausgangs-

rechtecke, bei denen eine Seite doppelt so lang wie die andere Seite ist. Durch das Zusammenfalten
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kommt die jeweils lingere Rechteckseite doppelt auf sich zu liegen, womit sich deren Lingen hal-
bieren. Dadurch entstehen Vierecke mit jeweils vier gleich langen Seiten. Aufgrund des Faltens sind

die beiden Vierecke auch rechtwinklig und damit Quadrate.

Nun setzen wir diese beiden Rechtecke, die zu jeweils zu einem Quadrat zusammengefaltet wurden,

zu einem einzigen Quadrat zusammen. Dieser Vorgang ist den Bildern 151a bis 151d zu entnehmen.

a b e d

Bild 151: Zusammenbau eines Moduls

Das Besondere an diesem Quadrat ist, dass es an jeder Seite eine ,Tasche” gibt, in die spéter

,Scharniere® eingefiigt werden konnen. Ein dhnliches Modul wird in [11] beschrieben.

Auferdem besteht dieses Quadrat aus vier Schichten, womit sein Flacheninhalt ein Viertel des

Flacheninhaltes des Ausgangsquadrates ist.

Aus den zur Seite gelegten kleinen Rechtecken werden wir nun, die bereits angesprochenen ,Schar-
niere” herstellen. Dazu falten wir beide Rechtecke jeweils parallel zur lingeren Kante in der Mitte

zusammen und anschliefend wieder auseinander.

Nun bearbeiten wir die anderen fiinf DIN A5-Papiere genauso, wie oben beschrieben. Insgesamt

erhalten wir damit sechs kleine Quadrate und 12 Scharniere.

Diese Quadrate kénnen wir nun mit den Scharnieren verbinden, wie es in den Bildern 152a und
152b zu sehen ist. Eventuell miissen diese Scharniere in der Linge etwas kiirzen, damit sie gut in

die Taschen der Quadrate eingefiigt werden konnen.

a b c d

Bild 152: Zusammenbau der Module

jetzt konnen wir die sechs Quadrate mit den Scharnieren untereinander verbinden und versuchen,
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daraus einen Wiirfel zu bilden. Dabei wird der Begriff des Wiirfelnetzes deutlich. Wir erkennen

auch, dass nicht jede Zusammenstellung der sechs Quadrate einen Wiirfel ergibt. In den Bild 152¢

und Bild 152d ist ein solches Wiirfelnetz und das Zusammenfalten dargestellt.

Bild 153 zeigt den fertigen Wiirfel.

Nebenbei ergab sich zwangslaufig auch die Frage nach allen moglichen Wiir-

felnetzen. Im Bild 154 sind alle Wiirfelnetze gezeigt. Dabei kénnen wir

auch die Anzahl der notwendigen Scharniere in jedem Wiirfelnetz zdhlen.

Wir stellen fest, dass immer fiinf Scharniere benotigt werden, um sechs

gleichgrofe Quadrate zu einem Wiirfelnetz zusammenzusetzen. Das be-

deutet aber auch, dass in einem Wiirfel immer sieben Kanten (die man

natiirlich nicht beliebig wihlen kann) aufgeschnitten werden miissen, um

den Wiirfel in ein Wiirfelnetz zu verwandeln.

Bild 153: Der Wiirfel

(06)

(01) (02) (03) (04) (05)
(07) (08) (09) (10) (11)
Bild 154: Wiirfelnetze
Ziel
Ziel E
Start Start Start
(01) (07)

Bild 155: Schnittkanten
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Kann man diese sieben Kanten, die aufgeschnitten werden miissen, auch

hintereinander anordnen, ohne dass wir die Schere beim Schneiden abzusetzen miissen? Wir finden
nur drei Wiirfelnetze (01), (04) und (07) fiir die das mdoglich ist. Im Bild 155 sind die zugehorigen
Schnitte gezeigt.

13.2 Ein Wirfel zum Stecken

Auch dieser Wiirfel entsteht aus sechs quadratischen Faltblattern. Anders als beim vorhergehenden

Wiirfel werden hier keine Scharniere bendtigt.

Der fertige Wiirfel ist im Bild 156 zu sehen. Er wird in [23] beschrieben und geht auf PAUL JACKSON

zurlick.

Wir benétigen sechs gleichgrofse, quadratische und moglichst verschiedenfarbige Faltblatter. Die
Beschreibung erfolgt hier zuerst fiir ein Blatt und muss dann fiir alle sechs Blitter in gleicher Weise

durchgefiihrt werden.

An zwei gegeniiberliegenden Seiten des quadratischen Blattes markie-
ren wir mit einem Stift die Seitenmittelpunkte (Bild 157a). Anschlie-
fend falten wir die beiden nicht markierten Kanten an die markierten
Mittelpunkte heran, wodurch das Quadrat zu einem Rechteck wird
(Bild 157b). Nun werden die Mittelpunkte der langen Rechteckkanten
ebenfalls mit einem Stift markiert. Anschliefend falten wir die kurzen
Rechteckkanten an die markierten Mittelpunkte heran, sodass nun ein
kleineres Quadrat entsteht (Bild 157¢). Die zuletzt umgefalteten Tei-

le richten wir senkrecht auf, sodass ein ,,u-formiges“ Modul entsteht

Bild 156: Der Wiirfel (Bild 157d).

Fiir den Zusammenbau des Wiirfels benotigen wir sechs solche Mo-
dule.

Bild 157: Das Modul
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In den Bildern 158a bis 158¢ wird das Zusammenfiigen der sechs Teile gezeigt. Im Bild 158d ist der

fertige Wiirfel zu sehen.

a b c

Bild 158: Zusammensetzen des Wiirfels

Dieser Wiirfel eignet sich gut als Einstieg in des modulare Falten, er hélt gut zusammen und ist
stabil.
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14 Der Kolumbuswiirfel

Jetzt setzen wir die Betrachtung des modularen Steckwiirfels aus Kapitel 13.2 fort. Wir verdndern
einige Module so, dass ein Wiirfel mit einer eingestiilpten Ecke zusammengesteckt werden kann.
Im Bild 159 ist ein solcher Wiirfel zu sehen.

Dieser Wiirfel heifst nach [23] auch Kolumbus-Wiirfel. Diese Namensgebung
erfolgte in Analogie zum Ei des Kolumbus, ein Ei, welches Christoph Ko-
lumbus (1451 - 1506) auf die ,Spitze gestellt haben soll. Diese Geschichte
soll sich 1493 bei einem Festmahl zu Ehren des kiihnen Seefahrers zuge-
tragen haben (vgl. [25]). Natiirlich saken auch Neider an der Festtafel, die
behaupteten, dass ja jeder andere auch diese Entdeckungsfahrten hétte
durchfiihren kénnen, wenn sie auf diese Idee gekommen wiren. Darauthin

stellte Kolumbus den Neidern das einfache Problem, ein Ei auf seine Spitze

zu stellen. Kein Gast probierte es oder konnte eine Losung vorschlagen.
Bild 159: Der Kolum-

Nun setzte Kolumbus das (hart gekochte) Ei kriftig mit der Spitze auf die .
buswiirfel

Tischplatte, wodurch das Ei eingedellt wurde und stehen blieb.

Auch unser Wiirfel kann in dhnlicher Weise auf einer ,Spitze“ stehen. Nur wollen wir diese Spitze
nicht mit ,Gewalt” eindellen, sondern die Module, aus denen der Wiirfel dann zusammengesetzt

wird, entsprechend falten, dass eine eingestiilpte Ecke entsteht.

Bild 160: Ein Turm Bild 161: Ein Ring Bild 162: Ein Polyeder

Wenn man mehrere solche Wiirfel hat, dann lassen sich diese sogar zu einem Turm {ibereinander
stellen (Bild 160), fiinf dieser Wiirfel zu einem geschlossenen Ring (Bild 161) zusammen legen oder

20 Wiirfel zu einem groferen Polyeder zusammensetzen (Bild 162). Die 20 Wiirfel bilden dann die

g9



14 DER KOLUMBUSWURFEL

Ecken eines regelméfigen Dodekaeders. Wir werden anschliefsend auch untersuchen, ob dieser Ring
ein ,exaktes” regelméfiges Fiinfeck ergibt, oder ob der Ring aufgrund kleiner Ungenauigkeiten so

gut zusammenpasst.
Nun aber zum Bau des Wiirfels.

Der Kolumbus-Wiirfel entsteht aus sechs gleichgrofen Quadraten. Am besten eignen sich wieder
verschiedenfarbige, quadratische Faltblitter. Diese sechs Quadrate werden nach Bild 157 zu sechs

LJu-formigen“ Modulen gefaltet.

Von diesen sechs Modulen legen wir drei zur Seite. Die anderen drei werden weiter bearbeitet.
Auch hier zeigen wir nur die Bearbeitung eines Moduls, da die anderen beiden wieder analog

gefaltet werden.

Von dem u-férmigen Modul werden die senkrecht nach oben stehenden Laschen nach aufsen gelegt,
sodass wieder ein Rechteck mit zwei zusétzlichen Faltlinien entsteht (Bild 163a). Die rechte obere
Ecke dieses Rechtecks wird zum Mittelpunkt der linken Kante hin umgefaltet. Der nichste Schritt
ist etwas schwierig.

Von dem eben umgefalteten Dreieck wird im 1. Schritt die linke untere Ecke auf die Mittelpunkt-
markierung der rechten Rechteckseite gelegt (Bild 163b). Dabei wird fast gleichzeitig die obere
Dreiecksecke auf die Mittelpunktmarkierung der linken Kante gelegt. Dadurch entsteht im rech-
ten, oberen Teil eine innenliegende Falte und insgesamt ein ,hausdhnliches* Fiinfeck. Alle Kanten
miissen nun gut und kréftig gefalzt werden. Das fertig gefaltete Teil zeigt Bild 163c. Abschlie-
flend werden der obere und der untere Teil des Fiinfecks wieder senkrecht nach oben gestellt. Die

Bilder 163d und 163e zeigen das fertige Modul aus zwei verschiedenen Blickrichtungen.

a b c

Bild 163: Das veranderte Modul

Nun werden zuerst die drei zuletzt gefalteten Eck-Module zusammengesetzt. Dieser Zusammenbau
lasst sich aus den Bildern 164a bis 165b entnehmen.
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a b
Bild 164: Zusammenbau von zwei Eckmodulen Bild 165: und der dritte Eckmodul

Anschliefend werden zwei der restlichen drei u-formigen Module entsprechend der Bilder 166a und
166b bzw. 167a und 167b hinzugefiigt.

Bild 166 Bild 167

Abschliefend wird noch das letzte u-férmige Modul von oben eingesetzt, wie es in den Bildern 168a
und 168b zu sehen ist. Nun muss der Wiirfel nur noch umgedreht werden, damit wir die eingestiilpte
Ecke sehen koénnen (Bild 169).

Bild 168 Bild 169: Der Kolumbuswiirfel
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Jetzt sehen wir uns den Kolumbus-Wiirfel etwas genauer an. Er ent-
steht aus dem Wiirfel ABCDEFGH, bei dem die Ecke F nach innen
gestiilpt wurde. S ist die innere Ecke des Kolumbus-Wiirfels wie es
im Bild 170 gezeigt ist.

Aufgrund der Faltung des Eck-Moduls ergibt sich, dass |EU| =

|[EV| = |[EW| = § ist, wenn a die Kantenlinge des Ausgangs-

wiirfels bezeichnet. Damit kénnen wir das Volumen der, vom Wiir-
fel abgeschnittenen Pyramide UVW E berechnen: Vp = %AG =
Bild 170: Der Kolumbus- 1 . (1 8.8y 8- 1.3

wiirfel i

Weil die abgeschnittene Pyramide UVWE kongruent zu der nach
innen gestiilpten Pyramide UV WS ist, ergibt sich fiir das Volumen des Kolumbus-Wiirfels: Vi =

3_ o, _ 3 _o.1.3_ 233
a’>—2-Vp=a"—2-3a°=5ia".

Die Oberfliche Ax des Kolumbus-Wiirfels verédndert sich gegeniiber der des Ausgangswiirfels nicht

und betrigt demzufolge Ax = 6a>.

Mit dem Wert von Vp konnen wir auch die Hoéhe |E'L| = hp der Pyramide UVWE beziiglich
der Grundfliche UVW berechnen. Dabei bezeichnet L. den Schittpunkt von C'E mit UVW. Weil
Ve = YUVW|hp ist, folgt mit [UVW] = 1. |UV]- [UW]- sin60° = 1 - (2 v/2)%-1/3 = €/3,

nun -a® = 5 - ‘;—2\/5 hp. Damit ergibt sich hp = %\/g = ¢ |CE|, und damit ist die Hohe hp der

Pyramide UVW E genau ein Sechstel der Raumdiagonalen |C'E| des Ausgangswiirfels.
Weil S auf der Raumdiagonalen C'E des Ausgangswiirfels liegt und L die Strecke ES halbiert, ist
|ES| ein Drittel der Raumdiagonalen |C'E|. Auferdem ist UV W senkrecht zu C'E.

Aus der Kongruenz der Pyrami-
den UVWE und UVWS folgt
auch, dass die drei nach innen ge-
henden Dreiecksflichen paarwei-
se senkrecht aufeinander stehen.
Folglich passt in die eingestiilpte
Ecke des Kolumbus-Wiirfels ei-

ne Ecke eines normalen Wiirfels

Bild 171 Bild 172 exakt hinein. Daher kénnen wir,
wie im Bild 160 schon gezeigt

wurde, mehrere Kolumbus-Wiirfel iibereinander stapeln.

Auch ein Wiirfelring, wie er im Bild 161 gezeigt ist, ldsst sich aus fiinf Kolumbus-Wiirfeln zusam-

mensetzen. Diesen Wiirfelring werden wir nun etwas genauer untersuchen.
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Zum Zusammenbau des Wiirfelringes wird ein Kolumbus-Wiirfel, wie er im Bild 170 gezeigt ist, um
die Kante AD um 45° gekippt (Bild 171). Ein zweiter solcher Wiirfel wird ebenfalls um eine Kante
gekippt und in die nach innen gestiilpte Ecke eingefiigt. Im Bild 172 ist diese Situation dargestellt.

Die restlichen drei Wiirfel werden entsprechend eingefiigt, sodass der Wiirfelring entsteht.

Bild 173a zeigt einen solchen
Ring von oben, Bild 173b die
schematische Darstellung dieser
Situation. Im Bild 173b ist auch
das Fiinfeck eingezeichnet, das
durch die fiinf Kolumbus-Wiirfel
gebildet wird. Wenn alles exakt

zusammenpasst, dann muss die-

ses Fiinfeck regelméfig sein. Ins-

besondere muss dann der einge-
zeichnete Winkel ¢ am Schnitt-
punkt S die Grofe von 72° ha- Bild 173: Der Ring

ben. Dieser Winkel stimmt natiirlich mit dem zweiten, im Bild 173b eingezeichneten Winkel ¢
iiberein, weil die Schenkel des Winkels ¢ in S parallel zu den Schenkeln des zweiten Winkels sind.

Bild 174 zeigt die senkrechte Projektion des gekippten Kolumbus-Wiirfels in die Grundebene.

Wir werden nun die Grofse des Winkels ¢ berechnen.

Dazu bedenken wir zuerst, dass |ES| = $|EC| ist (Bild 170). Demzufolge ist in der senkrechten
Parallelprojektion dieses Wiirfels in der, um AD um 45° gekippten Lage (Bild 174) auch |E'S'| =
%|E’C”|. Bezeichnen wir noch den Lotfufspunkt von S” auf E’'B’ mit Q’; so ist S’Q’||B’C’, und mit
dem Strahlensatz folgt |S'Q'| = |B'C'| = ta und |E'Q'| = L{|E'B'| = tav2.

Cy

Bild 174 Bild 175
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Sl

BB 2“;/\/% = % ist, folgt mit der Umkehrung
3

Weﬂ auCh S,Q/HE/W/ﬂ |f§',’VQV/,|I — 704 — % und ebeIlSO |Q’B’|

des Strahlensatzes, dass die Gerade durch W’ und S’ auch durch B’ gehen muss. Damit ergibt sich

tanaE'B'W' = 175 = 5v5 = 1 V2, also [<E'B'W'| ~ 19,471...°. Weil |[<E'B'C’| = 90° ist, ist auch

|<W'B'C’| = . Daraus folgt aber sofort, dass ¢ ~ 70, 658...0 ist. Damit ist aber sofort klar, dass

die fiinf Kolumbus-Wiirfel keinen ,echten” Fiinfeckring bilden.

wH|

Wenn man die fiinf Kolumbus-Wiirfel nacheinander ,exakt zusammenstecken wiirde, dann wiirde

zwischen dem fiinften und dem ersten Kolumbus-Wiirfel eine kleine Liicke klaffen.

Damit ist auch klar, dass das im Bild 162 gezeigte, aus 20 Kolumbus-Wiirfeln zusammengesetzte
Polyeder, nicht ,exakt“ zusammenpassen kann. Trotzdem sieht es gut aus und die 20 Wiirfelmittel-

punkte bilden (fast) die Ecken eines regelméfigen Dodekaeders.

Bild 176 Bild 177

Natiirlich konnen wir auch einen Wiirfel mit zwei gegeniiberliegenden eingestiilpten Ecken falten.
Dazu miissen die drei, bisher nicht weiter verarbeiteten u-féormigen Teile entsprechend der drei
anderen Eck-Module gefaltet werden. Zu beachten ist dabei, dass dabei spiegelbildlich gefaltet
werden muss, wie es im Bild 176a gezeigt ist. Links sieht man ein Eck-Modul der ersten Serie
und links ein spiegelbildlicher Eck-Modul, von denen auch drei Stiick gebraucht werden, um die

gegeniiberliegende eingestiilpte Ecke zu erzeugen. Bild 176b zeigt den fertigen Wiirfel.

A

a b c

Bild 178
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Im Bild 177 ist ein Wiirfel zu sehen, in dem zwei nebeneinander liegende Ecken eingestiilpt sind.

Natiirlich kénnen wir auch alle Ecken eines Wiirfels einstiilpen. Dazu be-
notigt man sechs gleiche Module, die nach der gleichen Faltanleitung, die
in Bildern 163a bis 163e gezeigt ist, entstehen. Jedes Modul wird aber an
allen vier Ecken gefaltet.

Bild 178a zeigt das fertige Faltmuster. In den Bildern 178b und 178c ist

ein fertiges Modul in zwei verschiedenen Lagen zu sehen. Bild 179 zeigt

schlieflich den fertigen Korper.

Den selben Korper, einen Wiirfel mit acht eingestiilpten Ecken konnen wir Bild 179

auch mit anderen Modulen herstellen. Dieser wird im Kapitel 15 beschrieben.
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15 Der Schmetterlingsball

Der Schmetterlingsball (Bild 180) wird aus zwolf gleichen Modulen

zusammengesetzt. Beim Zusammenbau stellt man schnell fest, dass

der Korper sehr instabil ist. Wirft man diesen Korper vorsichtig nach
oben und schldgt mit der Hand von unten gegen den fallenden Kor-
per, dann zerfillt er in seine einzelnen Module, die nun wie kleine

Schmetterlinge zum Boden trudeln. Daher triagt dieser Koérper auch

den Namen Schmetterlingsball.

Der Schmetterlingsball wird in [14], (S. 93ff.) beschrieben. Jeder der

zwolf Module entsteht aus einem quadratischen Faltpapier mit der Bild 180

Seitenlénge a. Die Faltanleitung ist den Bildern 181a, b und ¢ zu entnehmen. Bild 181d zeigt ein

Foto des fertigen Moduls.

b

c d

Bild 181: Faltfolge fiir ein Modul

b

Bild 182: Zusammenbau von Modulen
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Alle zwo6lf Module werden nun so aufgerichtet, dass jedes Modul mit einem Dreieck auf dem Tisch
liegt und das andere Dreieck senkrecht zum Tisch steht. Bild 182a zeigt ein solches Modul.

Nun werden die Module zusammengesetzt. Dabei miissen wir bedenken, dass jede quadratische
Seitenflache des Schmetterlingsballs durch Dreiecke von vier Modulen gebildet wird. Die nach innen
gehenden Ecken des Korpers werden von den nach innen gefalteten kleinen Dreiecken der Module
geformt. Im Bild 182b sind zwei Module gezeigt, wie sie zusammengesetzt werden. Bild 182c¢ zeigt,
von oben gesehen, vier zusammengesetzte Module. Anschlieflend werden vier weitere Module an
den Seiten eingefiigt und zum Abschluss vier Module fiir die Deckfliche. Wir merken sehr schnell,

dass dieser Zusammenbau schwierig ist, denn die Module halten schlecht zusammen.

Fiir den Zusammenbau des Korpers erweist es sich als vorteilhaft, wenn wir uns eine Schachtel
bauen, in der wir den Korper zusammensetzen konnen. In [14] wird ebenfalls eine solche traditionelle

Schachtel, die aus einem quadratischen Faltpapier hergestellt wird, beschrieben.

a b c d
Bild 183: Faltfolge fiir die Schachtel

a b c d
Bild 184: Faltfolge fiir die Schachtel (Fortsetzung)
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Fiir diese Schachtel starten wir mit einem quadratischen Faltpapier mit der Kantenldnge b. Zuerst
falten wir die zu den Kanten parallelen Mittellinien und dann die Diagonalen, wie es im Bild 183a
gezeigt ist. Nach dem Wenden des Quadrates werden die Quadratecken zum Mittelpunkt gefaltet
(Bild 183b). Dabei entsteht ein neues, kleines Quadrat. Von diesem kleinen Quadrat falten wir
die Seitenmitten auf den Quadratmittelpunkt (Bild 183c) und wieder zuriick. Anschliefend falten
wir zwei gegeniiberliegende Dreiecke wieder auseinander (Bild 183d) und die kurzen Seiten des
entstandenes Sechsecks zum Quadratmittelpunkt. Diese umgefalteten Seiten richten wir senkrecht

auf, wie es Bild 184a zeigt.

Die Bilder 184a, b und c zeigen, wie die dritte Seitenwand der Schachtel gefaltet wird. Die vierte
Seitenwand entsteht analog. Im Bild 184d ist die fertige Schachtel zu sehen.

Nun miissen wir uns iiberlegen, welche
Groke wir fiir das Ausgangspapier der

Schachtel wihlen miissen, damit diese

sich fiir den Aufbau des Schmettelings-
balls eignet. Dazu bedenken wir, dass
der Schmetterlingsball sechs quadrati-
sche Seitenflichen hat, die sich als Tei-
le der Seitenflichen eines umbeschriebe-
nen Wiirfels auffassen lassen. Dieser um-
beschriebene Wiirfel hat die Kantenlén-

ge w = 2 - § = a. Die Kantenlinge dieses

Bild 185 Bild 186

Wiirfels stimmt also mit der Kantenlédnge

des Ausgangspapiers fiir die Module des Schmetterlingsballs {iberein.

Damit wir nun die Kantenlénge b (in Abhéngigkeit von a) bestimmen konnen, falten wir die Schach-
tel wieder auseinander, betrachten das Faltmuster und markieren die Grundfliche der Schachtel
(Bild 185). Wir erkennen, dass die Diagonale in diesem Quadrat die Linge 4w haben muss, damit
der Schmetterlingsball in der Schachtel gut aufgebaut werden kann. Weil w = a ist, ergibt sich
4w = 4a = by/2, woraus b = 2av/2 folgt. Dies ist aber die doppelte Linge einer Diagonalen des
Ausgangsquadrates (Kantenldnge a) fiir die Module des Schmetterlingballs.

Fiir unsere Schachtel bendtigen wir also ein Quadrat mit der Kantenlinge b = 2av/2. Aus techni-
schen Griinden sollten wir diese Kantenlange 2 - 3 mm gréfer wiahlen, damit wir beim Zusammenbau

des Korpers in der Schachtel etwas ‘Spiel” haben.

Wenn wir eine passende Schachtel gefaltet haben, beginnen wir mit vier Modulen, die wir auf der
Grundfliche der Schachtel anordnen. Anschliefend vervollstindigen wir die vier Seiten. Am Ende
kommt die Deckfliche dran. Der fertige Aufbau ist im Bild 186 zu sehen.
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15 DER SCHMETTERLINGSBALL

Nun kann man den Schmetterlingsball vorsichtig aus der Schachtel herausnehmen und wie am

Anfang beschrieben verfahren.

Betrachten wir den Schmetterlingsball, so kommt uns dieser bekannt vor. Es handelt sich ndmlich
um eine Variante des Kolumbuswiirfels. (vgl. Kapitel 14), bei dem alle acht Ecken nach innen gefaltet
wurden. Die Module, die wir dort verwendet haben, unterscheiden sich von diesen hier und der
Wiirfel mit den acht nach innen gefalteten Ecken hélt auch besser zusammen. Damit lisst er sich

aber nicht als Schmetterlingsball verwendet.
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16 Hut, Becher oder Geschicklichkeitsspiel

In [34] wird das Falten eines Fezes beschrieben. Ein Fez ist eine frither im Orient und auf dem Balkan
weit verbreitete Kopfbedeckung in der Form eines Kegelstumpfes aus rotem Filz mit flachem Deckel

und mit meist schwarzer, blauer oder goldener Quaste (vgl. auch [38]).

Zum Falten dieses Hutes beginnen wir mit einem quadratischen Faltpapier ABC D, das entlang der

Diagonalen AC' zu einem gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck gefaltet wird (Bild 187a).

Da———~ C-

Bild 187: Der Faltprozess

Dann wird A so auf BC' gefaltet, dass die umgefaltete Kante parallel zu AC' ist. Bezeichnen wir mit
A" das Bild von A auf BC, dann ist B’C" die zugehorige Faltlinie. Es soll dann C'A’||B’'C' gelten
(Bild 187b).

Nun wird C' auf C”" gefaltet (Bild 187¢). Die zugehorige Faltlinie scheint durch A’ zu gehen und
schneidet AC in B”. Anschliekend wird D nach hinten und B nach vorn entlang C’'A’ gefaltet,
wobei die Ecke B in die Tasche des Dreiecks A'C" B” geschoben wird (Bild 187d). Haben wir A" auf

CB gut gewihlt, dann passt alles zusammen.

Um den Hut zu komplettieren bendtigen wir noch eine Quaste. Diese kénnen wir aus drei Pa-
pierrechtecken anfertigen. Die Breite dieser Rechtecke sollte etwa die Hélfte der Lénge der Strecke
B'B” (Bild 187d), ihre Lénge etwa der Hohe des Hutes (also dem Abstand von B'B” zu C'A’)
betragen. Diese drei Rechtecke werden iibereinander gelegt und an einer kurzen Seite miteinander
verklebt. Anschliefend wird der gefaltete Hut an der Strecke B’B” soweit aufgeschnitten, dass die
zusammengeklebten Papierrechtecke eingeschoben werden kénnen. Sie werden nun im Inneren des
Hutes an eine Seite (ca. 5 mm von B’B”) angeklebt. Abschliefend werden die Rechtecke auferhalb
des Hutes in Langsrichtung in schmale Streifen geschnitten. Bild 188 zeigt das fertige Modell. In
[34] wird noch erwihnt, dass fiir einen passenden Hut das Ausgangsquadrat eine Kantenldnge von

mindestens 52 cm haben sollte.
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Schneiden wir das gefaltete Modell nicht entlang B’ B” auf, so konnen wir es als Becher verwenden
(Abb. 189).

Bild 188: Hut Bild 189: Becher Bild 190: Spiel

Schlieklich kénnen wir auch noch ein kleines Geschicklichkeitsspiel daraus herstellen (Bild 190, vgl.
[2], S.130f.). Dazu brauchen wir einen Faden, dessen Lénge etwa dem Vierfachen des Abstandes von
B'B" zu C"A" (Bild 187d) entspricht. Das eine Ende wird durch ein kleines Loch in der Mitte der
Strecke B’B” geschoben und mit einem ’dicken’ Knoten versehen, sodass der Faden nicht wieder
durch das Loch herausrutschen kann. Am anderen Ende des Fadens wird z.B. eine kleine Holzperle
angeknotet. Jetzt nehmen wir den Becher in die Hand und versuchen, durch geeignete Bewegungen

die Kugel mit dem Becher aufzufangen.

Nun wenden wir uns noch einmal dem Faltprozess zu. Das Falten von A auf A’ ist dahingehend
problematisch, dass wir erst durch Probieren die richtige Lage des Punktes A" auf C'B finden, sodass

die umgefaltete Kante parallel zu AC ist.

Wir wollen versuchen, den Punkt A’ auf andere Weise zu bestim-
men. Dazu stellen wir uns vor, dass wir den Punkt A" auf BC' in der
passenden Lage gefunden haben und iiberlegen, welche Eigenschaf-
ten die entstandene Figur dann hat (Bild 191). B'C” ist wieder die
zugehorige Faltlinie. Weil A" durch das Umfalten von A an der Falt-
linie B'C" entstanden ist, muss |AC'| = |C'A’| und |AB'| = |B'A'|
sein. Verbinden wir noch A mit A’, so entstehen zwei gleichschenklige
Dreiecke AA'C’" und AA’B’, in denen die Basiswinkel jeweils gleichgrof sind. Weil C"A’||AC ist,
muss |[<AA'C'| = |[<A’AC| (Winkel an geschnittenen Parallelen) sein. Dies bedeutet aber, dass
AA’ die Winkelhalbierende von <C AB ist.

Bild 191

Damit kénnen wir den gesuchten Punkt A" auf BC nun leichter bestimmen. Wir miissen nur die
Winkelhalbierende des Innenwinkels bei A im Dreieck AC'B falten. Diese schneidet C'B im gesuchten
Punkt A’. Falten wir nun A auf A’, so ist die umgefaltete Kante parallel zu AC, so wie es gefordert

war.
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Unseren Uberlegungen entnehmen wir sogar noch etwas mehr: Die beiden Dreiecke AA’C’ und
AA'B’ sind kongruent zueinander und damit ist AB’A’C” ein Rhombus.

Wir iiberlegen weiter: Weil C"A’||AC' ist, ist auch |[C'A'| = |A'C|
(Bild 192). Dies bedeutet aber auch, dass beim Falten von C nach
C" die zugehorige Faltlinie durch A’ gehen muss, so wie wir es am
Anfang vermuteten. Diese Faltlinie schneidet AC' in B”. Natiirlich ist
auch CC" die Winkelhalbierende des Innenwinkels bei C' im Dreieck
ACB und B"CA'C" ist ein Rhombus, der zu AB’A’C’ kongruent ist.

Bild 192

Nun kénnen wir auch die Lingen der Strecken C'A’ und B’B” be-
rechnen. Dazu gehen wir davon aus, dass unser Ausgangsquadrat die Seitenldnge a hat. Folglich ist
|AC| = av/2.

Weil sich A" auf C'B durch die Winkelhalbierende des Winkels <C' AB ergibt, ist es hilfreich zu
wissen, dass jede Winkelhalbierende in einem Dreieck die Gegenseite im Verhéltnis der anliegenden
Seiten teilt. Dieser elementargeometrische Satz ist mit Schulmitteln leicht zu beweisen (vgl. [28]).

|CA| _ JAC| ICA  _ av2
[AB| — |AB] also [CBI—|CA| — JAB]| bzw. a—[CA] = “a -

Daraus ergibt sich |CA'| = (a — |[CA'|)v/2 oder |CA'| - (V2 + 1) = a2 bzw. |CA/| = \/ﬁla =
(2 —V2)a.

Fiir | B'B"| erhalten wir | B'B"| = |AC|—2|AB'| = |AC|—2|CA'| = av/2—2(2—v/2)a = (3v/2—4)a.

[CA'| __ |AC]

Mit der Anwendung dieses Satzes folgt

Als Nachstes wollen wir noch den Flicheninhalt des Trapezes
B'B" A'C’ berechnen. Dazu brauchen wir nur noch den Abstand von
B'B” zu C'A’ zu bestimmen. Wir zeichnen die Héhe von B auf AC
(Bild 193). Dabei bezeichnet H den Hoéhenfufspunkt auf AC' und H’

den Schnittpunkt mit C"A’. Weil C"A’||AC ist, folgt mit dem Strah- ;
|BH'| _ |BA| A B'H B C

lensatz (Zentrum B) A = A .
. Bild 193
Weil |[BH| = §v/2 ist, und wir die anderen Streckenléngen bereits
22— |HH' a—(2—v2)a _
berechnet haben, folgt 2 |H[|{/| - (2(3\/%/)? = ;/_5\/% =1V2.

Daraus erhalten wir |[HH'| = (v/2 — 1)a.

Damit ist |H'H| = |BA'|, denn |BA'| =a — |A'C| =a — (2 —v2)a = (V2 - 1)a.

Nun konnen wir den Flacheninhalt des Trapezes B'B”A’C’ berechnen. Es ist

|B'B"AC| = BEIHCN] ppr | — G2t @oVR)a (5 1) = (v2—1)(V2—1)a? = ((V2—1)a)?
= |BA'|*> = 2|C" A'B].
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Bild 195

Dieses Ergebnis ist {iberraschend. Es besagt, dass der Flacheninhalt des Tra-
pezes doppelt so grof ist wie der Flacheninhalt des oberen Dreiecks. Da dieses
Dreieck umgefaltet wird, Bild 194 zeigt die fertige Figur, bedeutet dies, dass
die schattierte Fliche genau so grof ist wie der nicht bedeckte Teil des Tra-

pezes.

Bild 195 zeigt die fertige Figur von der anderen Seite. Dort ist das entsprechen-
de Dreieck in eine Tasche geschoben und damit nicht sichtbar. Wir erkennen
aber hier ein kleines Dreieck B’B”B*. Wir wollen noch den Flicheninhalt
dieses kleinen Dreiecks bestimmen. Vielleicht ergibt sich auch hier wieder ein

einfacher Zusammenhang zu anderen Teilen der Figur.

Zuerst iiberlegen wir uns, dass dieses Dreieck gleichschenklig rechtwinklig ist.

Dazu betrachten wir wieder Bild 192. Wir hatten uns iiberlegt, dass AB’A’C" und B”"CA’C" Rhom-
ben sind und folglich B’ A’||AB und B"C"||C'B gelten muss. Da AC'B ein gleichschenklig rechtwink-
liges Dreieck ist, muss auch B’ B” B* gleichschenklig und bei B* rechtwinklig sein. Damit ist aber die-
ses Dreiecks ein Viertel des Quadrates iiber B'B”. Es gilt also |B’B"B*| = 1|B'B"|> = 1(3v/2—4)2a?

und wir erkennen leider keine offensichtliche und einfache Beziehung dieses Flacheninhaltes zu be-

reits berechneten Flacheninhalten.
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17 Mit Papierfalten geht mehr

Bereits in der Einleitung haben wir darauf hingewiesen, dass hier keine axiomatische Begriindung
des Papierfaltens erfolgen soll. Dennoch gibt es solche Axiome (vgl. [16]) und eins soll hier kurz

genannt werden:

Zu jeweils verschiedenen Punkten P und () sowie Ge-
raden ¢ und h kann man so falten, dass P auf g und @

auf h kommen.

Die in diesem Axiom beschriebene Faltung ist nicht mit Zirkel
und Lineal (im klassischen Sinne) ausfiihrbar und erlaubt das
Einpassen einer gegebenen Strecke zwischen zwei gegebenen Ge-

raden. Dieses Einpassen ist im Bild 196 gezeigt.

Mit einem Lineal (im klassischen Sinne) lassen sich Geraden

Bild 196: Strecke einpassen

zeichnen. Insbesondere konnen wir mit einem Lineal die Gerade
durch zwei gegebene Punkte zeichnen. Das ideale Lineal hat
keine Einteilung, ist also nicht zum Messen geeignet. Und mit dem Zirkel (im klassischen Sinne)
kénnen wir nur um einen gegebenen Punkt einen Kreis mit gegebenem Radius bzw. durch einen
anderen Punkt zeichnen. Der Radius ist dabei durch eine gegebene Strecke vorgegeben und nicht

etwa als Mafkangabe.

Aufgrund des obigen Axioms konnen wir mit dem Falten von Papier mehr konstruieren als in
der euklidischen Geometrie mdoglich ist. Speziell lassen sich damit zwei Probleme der klassischen
griechischen Geometrie 16sen: Die Teilung eines Winkels in drei gleiche Teile und die Verdopplung

des Wiirfels. Beide Probleme werden im folgenden vorgestellt.

17.1 Winkeldreiteilung

Nun wollen wir uns mit der Dreiteilung eines beliebigen Winkels mit Hilfe von Zirkel und Lineal be-
fassen. Da eine solche Konstruktion nicht mdoglich ist, wird eine Winkeldreiteilung nach Archimedes
mit Zirkel und Einschiebelineal angegeben. Dabei spielt das Einpassen einer vorgegebenen Stre-
cke eine wichtige Rolle. Anschliefsend fiihren wir die Winkeldreiteilung mit einer Faltkonstruktion
durch, bei der ebenfalls das Finpassen einer vorgegebenen Strecke notwendig ist. Die Richtigkeit

der beiden Konstruktionen ist mit Mitteln der Schulgeometrie leicht zu beweisen.

Die Teilung eines Winkels in drei gleichgrofe Teile mit Hilfe von Zirkel und Lineal ist eines der

grofen Probleme der klassischen griechischen Geometrie. Dabei versteht man unter Zirkel und
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Lineal ideale Zeicheninstrumente, wie sie oben beschrieben wurden.

S S

A B A B A B A B AR
Bild 197: Streckenteilung

Dass man auch die Dreiteilung eines Winkels mit Zirkel und Lineal versucht hatte, hat sicher auch
damit zu tun, dass jede gegebene Strecke AB mit Zirkel und Lineal in n kongruente Teile zerlegt
werden kann, wie es im Bild 197 fiir n = 3 zu sehen ist. Auch das Halbieren eines Winkels mit Hilfe
von Zirkel und Lineal ist bekanntlich problemlos moglich, wie es im Bild 198 gezeigt wird. Warum
sollte das Teilen eines Winkels mit Hilfe von Zirkel und Lineal in n kongruente Stiicke nicht moglich
sein? Bei dieser Problematik stieffen die griechischen Geometer an ihre Grenzen und fanden keine

mogliche Konstruktion fiir die Dreiteilung eines Winkels mit Zirkel und Lineal.

b b b b
#\ W
3 S
o a o a o a o

| a

Bild 198: Winkelhalbierung

Erst durch Anwendung moderner algebraischer Methoden konnte 1837 der franzosische Mathema-
tiker PIERRE LAURENT WANTZEL (1814 - 1948) allgemein zeigen, dass die Winkeldreiteilung mit
Hilfe von Zirkel und Lineal prinzipiell nicht moglich ist (vgl. [3], [18]). Trotzdem tauchen immer
wieder Konstruktionen auf, die eine Winkeldreiteilung mit Zirkel und Lineal angeblich ermoglichen.
So schreibt UNDERWOOD DUDLEY in [7], dass er als Reaktion auf sein Buch A Budget of Trisec-
tions eine Vielzahl von Lisungen des Winkeldreiteilungsproblems bekommen hat. Was er davon

hélt, teilt er aber nicht mit.

Davon unabhéngig gibt es spezielle Winkel, z.B. 90°, die sich mit Zirkel und Lineal dritteln lassen,
wie es im Bild 199 gezeigt ist.
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oY
QO
@)

Bild 199: Dreiteilung fiir 90°

Aber bereits die griechischen Mathematiker der Antike hat-
T I
ten zusitzliche Zeicheninstrumente, mit denen die Winkel- | |

dreiteilung moglich wurde. Eines dieser Instrumente ist das Bild 200: Einschiebelineal

Einschiebelineal, welches ein normales Lineal ist, auf dem zwei
Markierungen angebracht sind (Bild 200).

Nun beschreiben wir nach ARCHIMEDES (vgl. [12], S.92), wie
man einen vorgegebenen Winkel der Grofse o < 90° mit Zir- S
kel und Einschiebelineal in drei zueinander kongruente Teile C
teilt. Dazu bezeichnen wir den Abstand der beiden Markie-

rungen auf dem Einschiebelineal mit d. Um den Scheitel O B 0 A
des Winkels o wird ein Kreis & mit dem Radius d gezeich-
net, der den Schenkel s; des Winkels in A und dessen Ver-

langerung iiber O hinaus in B schneidet. C' ist der Schnitt-

punkt des gezeichneten Kreises mit dem zweiten Schenkel s,
des Winkels « (Bild 201a). Nun kommt das Einschiebelineal
zum Einsatz (Bild 201b). Es wird so in die Figur eingepasst,

dass das Einschiebelineal durch C geht, eine Markierung auf

dem Kreis k& und die andere Markierung auf OB* liegen.

Die Position der beiden Markierungen bezeichnen wir mit U
und V. Nun sind wir mit der Dreiteilung von « fertig, denn
|<BUV| = %a.

Bild 201

Die Richtigkeit dieser Behauptung lisst sich leicht nachprii-
fen. Dazu verbinden wir nur noch O mit V und bezeichnen den Winkel <OUV mit ¢.

Weil OUV ein gleichschenkliges Dreieck ist, ist auch |[<UOV| = ¢ und damit |[<OVU| = 180° —
2, woraus sich |[<OVC| = 2¢ ergibt. Da auch VOC' ein gleichschenkliges Dreieck ist, ist auch
|<<OCV| = 2¢ und damit auch |<VOC| = 180° — 4¢ (Bild 201d).

Betrachten wir nun die Winkel in O. Es ist ¢ + (180° — 4¢) + a = 180°, woraus sich sofort ¢ = é—a

ergibt. Damit ist die Behauptung bewiesen und die Winkeldreiteilung mit Hilfe des Einschiebelineals
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gelungen.

Neben dem Einschiebelineal gibt es noch weitere Methoden zur Winkeldreiteilung, die z.B. in [6]

beschrieben werden.

Nun soll noch die Moglichkeit der Winkeldreiteilung mit Hilfe des Faltens von Papier durchgefiihrt
werden.

Wir gehen von einem Rechteck ABC D, z.B. einem DIN-A4 Blatt, aus und legen zuerst den Winkel
a fest, der zu dritteln ist. Dazu falten wir in das Rechteck ABCD eine beliebige Faltlinie s, die
durch die Ecke A geht. Im Bild 202a ist so gefaltet, dass diese Faltlinie die Seite DC' in S schneidet.
Dann sei <SAB der zu drittelnde Winkel a.

Um diese Winkeldreiteilung durchzufiihren, falten wir ABC'D parallel zu AB beliebig. Es entstehen
die Punkte F und F' auf AD bzw. BC'. Diese Faltung wird nun wieder riickgiingig gemacht. Nun
wird AB auf EF gefaltet, wodurch die Punkte G und H auf AD bzw. BC' entstehen. Auch diese
Faltung wird wieder riickgingig gemacht.

Nun kommt auch hier das Finpassen. Die Rechteckseite AD wird so umgefaltet, dass A auf GH
und gleichzeitig F auf s zu liegen kommt (Bild 202b). A’ und E’ bezeichnen die Bildpunkte von A
und FE. Bei dieser Faltung geht auch G nach G’. K und L sind die Schnittpunkte dieser Faltlinie
mit AD bzw. AB.

Nun falten wir das Blatt wieder auf und verbinden (mit einem Lineal oder durch Falten) den
Punkt A mit A und mit G’ (Bild 202c). Dann ist |[<BAA| = |[<A’AG'| = |[<G'AE'| = 3o und die
Winkeldreiteilung des Winkels « ist beendet.

D S C D S C C
S S
K NE
I/ A F
G H G2 14 H
A /(< \ VA
A B A L B A L B A L A* B
a b c d

Bild 202: Winkeldreiteilung

Diese Behauptung soll nun bewiesen werden. Dazu betrachten wir das Faltmuster im Rechteck
ABCD mit den eingezeichneten Verbindungslinien AA” und AG’ (Bild 202d). Die Faltlinie KL ist
auch eine Spiegelachse, bei der A, E, G Original- und A’, E', G’ die zugehorigen Bildpunkte sind.
Auch A’ kann als Originalpunkt aufgefasst werden, fiir den dann A der zugehorige Bildpunkt ist.
Folglich wird die Gerade g(GA’) auf die Gerade g(AG’) abgebildet und damit schneiden sich diese
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beiden Geraden in einem Punkt G* auf der Spiegelachse K L.
Aufgrund dieser Spiegelung ist wegen HG 1L AD auch AG' L A'K.

Nun fillen wir das Lot von A" auf AB. A* bezeichnet den zugehorigen Lotfuipunkt. Dann ist klar,
dass |A’A*| = |A'G'| = |G'E'| ist. Folglich ist AA*A" = AA’G’, da beide Dreiecke rechtwinklig sind,
in AA’ iibereinstimmen und |A’A*| = |A'G’| ist (Ssw). Damit ist auch |<A*AA'| = |[<A’AG/|.
Ebenso ist AA'G"’ =2 AG'FE’, da auch diese beiden Dreiecke rechtwinklig sind, in AG” iibereinstimmen
und |A'G'| = |G'E’| ist (sws). Damit ist auch |<A’AG'| = |<G'AFE/|.

Insgesamt ergibt sich also |[<A*AA'| = |[<A'AG'| = |[<G'AE'| = o

Damit ist aber die Faltkonstruktion zur Winkeldreiteilung bewiesen.

Die Winkelgrofe %a tritt auch noch am Punkt K auf. Weil KL1 AA" und KA’ L AG’ ist, ist auch

|[<LKA'| = |[<A’AG’| und wegen der Spiegelung an KL folgt dann |[<AKL| = |[<LKA'| = ia.

17.2 Wiirfelverdopplung

Genau wie die Winkeldreiteilung (Kapitel 17.1) ist die Wiirfelverdopplung eines der groften Pro-
bleme der klassischen griechischen Geometrie. In [5], S. 5, wird eine historische Quelle zu diesem

Problem angegeben:

yEratosthenes griifst den Konig Ptolemaus.

Es wird erzéhlt, daf einer der alten Tragiker den Minos (alten Koénig von Kreta) auf die
Szene gebracht habe, im Begriff, ein Grab fiir den Glaulos (seinen Sohn) herstellen zu
lassen, und daf Minos, als er bemerkte, daf dieses Grab auf allen Seiten 100 Fuf lang

war, gesagt habe:

Zu klein entwarfst du mir die Konigliche Gruft,
Verdopple sie, des Wiirfels doch verfehle nicht!
Verdopple jede Kante schnell des Grabs!

Nun ist klar, daf er sich geirrt hat. ... ”

Da mit der Verdopplung eines Wiirfels das Doppelte seines Volumens gemeint ist, erkennen wir im
obigen Text gleich einen Fehler. Denn das Verdoppeln der Kanten eines gegebenen Wiirfels veracht-
facht dessen Volumen. Ubrigens wird in [18], S.177, erwiihnt, dass dieser Brief von ERATOSTHENES

(um 230 v.u.Z.), der oben zitiert wurde, vermutlich gefilscht ist.
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Gehen wir im Folgenden von einem Wiirfel mit der Kanten-

ldnge 1 aus und betrachten dazu einen Wiirfel mit doppeltem
Volumen (Bild 203). Die Kantenlidnge x dieses Wiirfels ist ge-

sucht.

1 X
V=1 Vo= x3 Es gilt also V5 = 2-V;, d. h., 2® = 2- 1, woraus z = v/2 folgt.
Bild 203: Wiirfelverdopplung Das Problem der Wiirfelverdopplung besteht also darin, zu
einer gegebenen Einheitsstrecke eine Strecke der Linge /2
mit Hilfe eines idealen Zirkels und eines idealen Lineals, zu
konstruieren. Genau wie die Winkeldreiteilung gelang den Geometern des antiken Griechenlands

die Wiirfelverdopplung allein mit Hilfe von Zirkel und Lineal nicht.

Auch hier wurde erst mittels Anwendung moderner algebraischer Methoden 1837 durch den fran-
zosische Mathematiker PIERRE LAURENT WANTZEL (1814 - 1848) allgemein gezeigt, dass auch
die Wiirfelverdopplung mit Hilfe von Zirkel und Lineal prinzipiell nicht méglich ist (vgl. [18]).

Im obigen Brief des ERATOSTHENES wird weiter erwidhnt, dass durch HIPPOKRATES (um 440
v.u.Z.) die Wiirfelverdopplung auf das Problem des Findens der beiden mittleren Proportionalen x
und y zu zwei gegebenen Grofken g und go, d.h. gy : x = x : y = y : g2, zuriickgefiihrt wurde. Aber

auch dafiir fand man keine Konstruktion nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal.

Die Geometer des antiken Griechenlands fanden aber auch hierfiir Zeicheninstrumente, mit denen
die mittleren Proportionalen bestimmt werden konnten. Einen guten Uberblick dazu findet man in
[6] bzw. in [18].

Wir zeigen hier die Konstruktion mittels zweier Win-
kelhaken. Diese Konstruktion wird von EUTOKIOS (um

g/ W 960) beschrieben, der sie PLATON (427 - 347 v.u.Z.) zu-
T schreibt (vgl. [18], S. 178). Ein solcher Winkelhaken ist
im Bild 204a dargestellt und besteht aus zwei senkrecht
u f in einer Ecke zusammentreffenden Leisten.
R Zur Wiirfelverdopplung, d.h., zur Bestimmung von /2,
a b

benotigen wir zwei solche Winkelhaken, wobei der eine
Bild 204: Winkelhaken an einem Schenkel des anderen entlang gleiten kann.

Diese Situation ist mit entsprechenden Bezeichnungen im Bild 204b gezeigt.

Gehen wir von einem Wiirfel mit der Kantenlénge 1 aus. Dieser Wiirfel soll nun verdoppelt werden.
Dazu zeichnen wir zwei zueinander senkrechte Geraden a und b, die sich in O schneiden (Bild 205a).
Auf a legen wir den Punkt A mit |OA| = 1 und auf b den Punkt B mit |OB| = 2 fest.
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b
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A O 8 APy Hv
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B B
a b (o4

Bild 205

Nun werden die Winkelhaken eingepasst. Dieses Einpassen erfolgt so (Bild 205b), dass V auf OA™ zu
liegen kommt, wihrend VW™ durch B geht und gleichzeitig der zweite Winkelhaken so verschoben
werden kann, dass S auf OB~ liegt, wiahrend ST durch A geht. Damit man diesen Prozess besser
nachvollziehen kann, wére es an dieser Stelle sinnvoll, wenn man sich zwei solche Winkelhaken aus

diinner Pappe herstellt und dies selbst ausprobiert.

Haben wir nun die Winkelhaken in die Figur so eingepasst, wie es gefordert wird, entsteht die
im Bild 205c gezeigte Figur. In dieser Figur kommt es uns besonders auf die drei rechtwinkligen
Dreiecke AOS; SOV und VOB an. Diese drei Dreiecke sind zueinander dhnlich (www), da aufgrund
des Einpassens der Winkelhaken bei S und V' ebenfalls rechte Winkel sind.

Nun ist |OA| = 1 und |OB| = 2, und wir setzen |OS| = x und |OV| = y. Wegen der Ahnlichkeit der
drei genannten rechtwinkligen Dreiecke ergibt sich die fortlaufende Proportion 1 :x =2 :y =1y : 2,
in der x und y die beiden mittleren Proportionalen zu 1 und 2 sind. Damit ist aber das Problem
der Bestimmung der beiden mittleren Proportionalen zu zwei gegebenen Grofen (hier 1 und 2) mit
Hilfe der Winkelhaken-Konstruktion gelost.

Wir berechnen nun x und y, um zu sehen, dass dadurch auch das Problem der Wiirfelverdopplung
gelost ist. Aus der obigen fortlaufenden Proportion ergeben sich insbesondere die beiden Gleichun-
gen

I): 1 = 5 und (II): 1=4

Aus (I) erhalten wir y = 22 und aus (II) folgt y = 2. Durch Gleichsetzung dieser beiden Bezichungen
erhalten wir z* = 2, woraus 2° = 2 und damit « = v/2 folgt. Damit entspricht die Linge der
Strecke OS der gesuchten Kantenlinge des Wiirfels mit doppeltem Volumen und das Problem der
Wiirfelverdopplung mit Hilfe des Einpassens von Winkelhaken ist geldst.
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Nun berechnen wir noch y. Aus (1): folgt y = 2 und aus (II) erhalten wir z = % Setzen wir
die zweite in die erste Gleichung ein, so erhalten wir y = (%)2, woraus y = ;%, also y* = 4 und
damit y = v/4 folgt. Dies ist aber gerade die Kantenlinge eines Wiirfels mit vierfachem Volumen
beziiglich des Ausgangswiirfels (Kantenldnge 1).

Damit bestimmen die beiden mittleren Proportionalen zu 1 und 2 die Kantenldngen von zwei
Wiirfeln, der eine mit doppeltem und der andere mit vierfachem Volumen beziiglich des Ausgangs-

wiirfels.

Bevor wir uns der Wiirfelverdopplung mit dem Falten von Papier zuwenden, soll hier noch die
Legende erzihlt werden, wonach die Einwohner von Deli zur Uberwindung einer Pestepidemie ein
Orakel befragten. Dieses Orakel stellte ihnen die Aufgabe, den wiirfelformigen Altar (mit Zirkel
und Lineal) zu verdoppeln. Die Delier schickten Gesandte zu den Geometern in Platons Akade-
mie mit der Bitte, diese Aufgabe zu 16sen (vgl. [6]). Aus diesem Grund heift die Aufgabe der
Wiirfelverdopplung auch Delisches Problem.

Nun zum Papierfalten. Aus Bild 205¢ konnen wir eine Faltanleitung zur Bestimmung von +/2
herleiten. Dazu spiegeln wir A, B und O an der Geraden s durch S und V und erhalten aus Bild
4c¢ das Bild 206a. A’, B’, O, @’ und ¥’ sind die Bilder von A, B, O, a und b bei dieser Spiegelung.
Fallen wir von A’ das Lot auf b, so erhalten wir dort den Lotfulpunkt A*. Weil AOS = A’A*S ist,
gilt auch |A’A*| = 1. Ebenso liefert das Lot von B’ auf @ den Lotfufpunkt B*, und auch hier gilt
|B'B*| =2, weil BVO = B*B'V ist.

b @ b* b @ b*
A*71A/"/\, /b b
\ S B @ a*
c>\ & 2 2
Al A N A
L1 LE) > c 1481
A of "’ ,/\‘V\B* @ A O a
g 3 2
B B B
a b C

Bild 206

Zeichnen wir nun durch A’ die Parallele b* zu b und durch B’ die Parallele a* zu a, so haben b, b*
den Abstand 1 und a, a* den Abstand 2, wie es im Bild 206b gezeigt ist. Diese beiden Parallelen
sind unabhéngig von der Lage der beiden Punkte S und V.
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Bedenken wir nun noch, dass wegen der Spiegelung an s auch |[AB| = |A'B’| ist, so konnen wir die
folgende Aufgabe formulieren:
Finde in der Ausgangssituation, wie sie im Bild 206¢ dargestellt ist, eine Geradenspiegelung so,

dass dabei A auf b* und gleichzeitig B auf a* abgebildet werden.

Wenn wir die zugehdrige Spiegelgerade s gefunden haben, dann bestimmt diese auf a und b die
Punkte V und S und damit auch /4 und /2, wie wir uns das vorher iiberlegt haben. Diese
Spiegelachse s lédsst sich als Faltlinie auffassen, die beim Falten von Papier entsteht. Dazu miissen
wir auf einem Blatt Papier zuerst die Ausgangssituation von Bild 206¢ erzeugen. Wir benutzen ein
quadratisches Blatt Papier mit der Seitenldnge 8, um zu einem Wiirfel mit der Seitenldnge 1 durch

Falten von Papier eine Strecke mit der Linge /2 zu bestimmen.

Im ersten Schritt wird das Ausgangsquadrat parallel zu beiden Kanten halbiert (Bild 207a). Da-

durch entstehen die beiden Faltlinien a und b, die sich in O schneiden.

o b L pbr b b

1 B I S " = A B

‘ | | & ] e 5| &
e e — o | a AP | = AlO[V—a

T T o],
f«——8— |

a b (o d

Bild 207

Nun werden die vier entstandenen Rechtecke entsprechend Bild 207b parallel zu den langen Kanten
halbiert. Die oberhalb von a liegende (zu a parallele) Faltlinie bezeichnen wir mit a*, und den

Schnittpunkt der unter a liegenden Faltlinie mit b nennen wir B.

Als Nichstes werden die beiden inneren Rechtecke mit der Seite b parallel zu dieser halbiert, wie
es im Bild 207c gezeigt ist. Die rechts von b liegende Faltlinie bezeichnen wir mit b* und die linke
schneidet a in A.

Weil das Ausgangsquadrat die Kantenldnge 8 hatte, ist |OA| = 1, |OB| = 2 und |<AOB| = 90°.

Damit haben wir die gleiche Situation wie im Bild 206¢ erzeugt.

Nun kommt auch hier das Einpassen. Dazu wird so gefaltet, dass A auf b* und gleichzeitig B auf
a* zu liegen kommt. A’ und B’ sind die zugehorigen Bildpunkte und s die Faltlinie, die b in S und
a in V schneidet, wie es im Bild 207d dargestellt ist.

Zur praktischen Ausfithrung dieser Faltung ist es empfehlenswert das Quadrat erst durch A und B
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nach hinten umzufalten, wie es im Bild 208a zu sehen ist. Anschliefend kann man das, zum Teil
doppelt liegende Papier so umfalten, dass A und B entsprechend den Forderungen auf b* und a*

eingepasst werden, wie es im Bild 208b zu sehen ist.

Bild 208

Weil A" und B’ die Bildpunkte von A und B bei der Spiegelung an s sind (Bild 207d), stehen AA’
und BB’ senkrecht auf s. Damit ist aber die gleiche Figur entstanden, die bereits im Bild 4c zu
sehen war und die mit Hilfe der Winkelhaken konstruiert wurde. Damit ist aber auch klar, dass
OS die gesuchte Linge /2 hat. Der Beweis hierfiir kann unabhingig von der Konstruktion mit
den Winkelhaken auch iiber die Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke AOS, SOV, BV O gefiihrt

werden.

Damit ist die Wiirfelverdopplung auch mit Hilfe des Faltens von Papier gelost. Auch dabei spielte
das Einpassen einer Strecke eine wichtige Rolle. Da die Wiirfelverdopplung nicht mit Zirkel und
Lineal moglich ist, muss das Einpassen der Punkte A und B auf b* und a* eine Faltoperation sein,

die nicht mit Zirkel und Lineal nachvollziehbar ist.

Die oben, auf Basis der Winkelhaken-Konstruktion entwickelte Faltung zur Wiirfelverdopplung wird

ebenfalls in [4] beschrieben.
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